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Uvod do parcidlnych diferencialnych rovnic

Parcidlna diferencidlna rovnica (PDE) je rovnica pre neznamu funkciu viacerych premennych
u=u(zr1,...,oy) =u(@), FeR", (0.1)
v ktorej vystupuju parcialne derivacie tejto funkcie. VSeobecne ju moézeme zapisat v tvare
F (Z, 0,05, ..., 0p, U Oy gy U, Op, gytly...) =0, (0.2)

kde F je zadand funkcia, ktord zavisi od premennych #, od hladanej funkcie u a od kone¢ného poctu
jej parcidlnych derivacii. Pre parcidlne deriviacie budeme pouzivat niekolko rovnocennych zépisov,

ou
8952-

= O0p,U = Uy, , (0.3)

a podobne pre vyssie derivacie, napriklad 0,0,u = ugy.
V ¢om sa takato rovnica lisi od obycajnej diferencialnej rovnice, dobre vidno uz na velmi jednodu-

chom priklade.

Priklad 1. Pre funkciu dvoch premennych u(z,y) ndjdite vseobecné riesenie nasledujicich rovnic.

Ug =1, (0.4)
Upy = —1U . (0.5)
O

Riesenie. Obe rovnice obsahuji iba derivacie podla x, takze ndm ni¢ nehovoria o tom, ako riesenie
zéavisi od y. Premennt y preto mozeme brat ako parameter a riesSit obycCajné diferencidlne rovnice v
premennej x. Tam, kde by sme pri obycéajnej rovnici dostali integra¢nii konstantu, dostaneme teraz
cokolvek, ¢o sa pri derivovani podla x sprava ako konstanta, teda lubovolnt funkciu premennej y.

RiesSenia su

u(z,y) =z +h(y), (0.6)
u(z,y) = hy(y)sinz + ha(y) cosx | (0.7)
kde h, h1 a hy st Tubovolné funkcie. [ |

Vseobecné riesenie parcidlnej diferencidlnej rovnice teda namiesto niekolkych konstant obsahuje
lubovoIné funkcie. Rovnica mé preto nekonecne vela rieseni a sama osebe riesenie neurcuje. Vzdy k nej
budu patrit dalSie podmienky, napriklad pociato¢né alebo okrajové, ktoré z tohto mnozstva vyberu
to riesenie, ktoré nas zaujima. Aké podmienky st pre dant rovnicu prirodzené a kedy riesenie urcuju
jednoznacne, bude jednou z tém, ku ktorym sa budeme v texte stale vracat.

Na zaciatok este niekolko pojmov. Rad rovnice je rad najvyssej derivicie, ktora sa v nej vyskytuje;
rovnice v priklade su teda prvého a druhého radu. Mimoriadne dolezité si linearne rovnice, teda
rovnice, ktoré sa daju zapisat v tvare

Lu=yg, (0.8)



kde g je zadana funkcia premennych & a L je linedrny diferencidlny operétor,
Lu+cevw)=Lu+cLv, ceR, (0.9)
pre ITubovolné funkcie u, v. Ak je g = 0, hovorime o homogénnej rovnici
Lu=0, (0.10)

v opac¢nom pripade o nehomogénnej. V priklade vyssie je prva rovnica nehomogénna s operatorom
L = 0, a druha homogénna s operatorom £ = 0, + 1. Rovnice, ktoré nie su linedrne, nazyvame
nelinearne. Aj medzi nimi vSak budeme rozliSovat: v kapitole 1 uvidime, Ze s rovnicami, ktoré su
linearne aspon v najvyssich derivaciach, sa pracuje podstatne Tahsie ako so vSeobecnymi nelinedrnymi
rovnicami.

Pre linedrne rovnice plati princip superpozicie. Linedrna kombindcia rieSeni homogénnej rovnice
(0.10) je opéat jej rieSenim, takze tieto rieSenia tvoria vektorovy priestor. Pre riesenia nehomogénnej
rovnice (0.8) to neplati, lebo

L(au+bv) = (a+b)g .

Rozdiel dvoch rieseni nehomogénnej rovnice je vSak rieSenim homogénnej rovnice. Kazdé riesenie
nehomogénnej rovnice teda dostaneme ako jedno pevne zvolené (partikuldrne) rieSenie, ku ktorému
pripocitame nejaké riesenie homogénnej rovnice. Mnozine s takouto struktirou hovorime afinny pries-
tor!. Presne takyto tvar m4 aj riesenie u = x + h(y) prvej rovnice z prikladu: = je partikuldrne riesenie
a h(y) vSeobecné riesenie homogénnej rovnice u, = 0.

S mnohymi parcialnymi diferencidlnymi rovnicami sa ¢itatel uz stretol. Tu je niekolko najznamej-

sich (fyzikalne konstanty sme kvoli prehladnosti zvicsa polozili rovné jednej):

Au=f Poissonova rovnica, pre f = 0 Laplaceova rovnica,
(O —A)u=0 rovnica vedenia tepla (diftzna rovnica),
(O —A)u=0 vlnova rovnica,
1
10 = —§A1/) + Vi Schrédingerova, rovnica,
. 1.
i+ (4-V)i=—=Vp  Eulerova rovnica,
Qi+ (@ V)id+ 1Vp —vAT =0
i ( ) b - Navierove—Stokesove rovnice,
V-u=0
U + Uty + Uggr = 0 Kortewegova—de Vriesova rovnica,
Upt — Ugy + mu +u? =0 nelinedrna Kleinova—Gordonova rovnica.

Dalsimi prikladmi st Maxwellove rovnice, Einsteinove rovnice vSeobecnej tedrie relativity, rovnica
eikonalu z geometrickej optiky ¢i Blackova—Scholesova rovnica z finan¢nej matematiky.
V zozname sa niektoré operdtory objavuju napadne Casto, predovSetkym laplacian A, samotny

alebo v kombindcii s ¢asovymi derivaciami. Nie je to ndhoda. Laplacian je diferencidlny operator

1V afinnom priestore je s kazdymi dvoma prvkami u, v aj ich kombinacia au+ bv prvkom tohto priestoru, ak a+b = 1.



najnizsieho radu, ktory sa nemeni pri posunutiach a otoceniach priestoru, a preto sa objavi v kazdej
fyzikdlnej tlohe s tymito symetriami. Rovnicu vedenia tepla, vlnovt rovnicu a Laplaceovu rovnicu
budeme v texte stretavat opakovane. S to aj typicki zastupcovia troch typov rovnic druhého radu
(parabolickych, hyperbolickych a eliptickych), ktoré zavedieme v kapitole 2.

Napokon jedna poznamka, ktort je dobré mat na pamati od zaciatku. Overit, ¢i je dand funkcia
rieSenim parcialnej diferencidlnej rovnice, je jednoduché, stac¢i ju do rovnice dosadit. Najst riesenie
je vsak vo vSeobecnosti velmi tazké. Na rozdiel od obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic neexistuje uni-
verzalny postup ani vSeobecnd veta o existencii a jednoznacnosti riesenia, ktorda by platila pre vsetky
rovnice?. Namiesto jednej teérie sa preto postupne nauc¢ime niekolko metéd pre dolezité triedy rovnic:
metodu charakteristik pre rovnice prvého radu, metédu Greenovych funkcii, pre ktori si pripravime
aparat distribucii, Fourierovu metédu separdcie premennych a napokon niekolko postupov pre vybrané

nelinedrne rovnice.

2Najblizgie k nej mé Cauchyho-Kovalevskej veta, t4 viak predpoklad4 analytické koeficienty aj poé¢iatoéné podmienky

a nehovori ni¢ o tom, ako citlivo riesenie zavisi od pociato¢nych podmienok.



1 Parcialne diferencialne rovnice prvého radu
Podla ocakévania to budu také rovnice, v ktorych vystupuju iba prvé derivacie, t. j.

F(Z,u,Vu) =0 (1.1)
K tejto rovnici potrebujeme pridat podmienku, ktorda bude urcovat riesenie. T4 bude v tvare

ul, = £(@) (1.2)

t. j. na nejakej nadploche? v budeme mat zadané, ako rieSenie vyzera.

1.1 Linearne rovnice

Vseobecnd linearna PDE prvého radu méa tvar

7-Vu=g (1.3)
kde g(Z,u) = ¢(Z)u + d(Z) a vektorové pole ¥(Z) sa moze s polohou menit. Zatial predpokladame, ze
vsetky funkcie, ktoré vystupuju ako parametre, st hladké, teda st spojité aj so svojou prvou derivaciou,

teda C'(R™). K nej budeme mat pociatoénti podmienku

ul, = f(@) (1.4)

Tomu sa hovori Cauchyho tloha.
Idea riesenia - homogénna rovnica hovori, ze v smere vektorového pola ¥ sa funkcia u nemeni,
nehomogénna potom hovori, ako konkrétne sa tato hodnota meni. Potrebujeme teda najst integralne

krivky, po ktorych sa potom bude riesenie prenasat.

Obr. 1: Prendsanie po¢iatoénej hodnoty pozdiz integralnej krivky pola @.

Tu je tiez jasné, kedy bude problém - ak integralne krivky lezia v nadploche v (st na nu dotyé-
nicové), potom je rieSenie urcené nejednoznacne (ak je f kompatibilnd) alebo neexistuje (ak f nie je
kompatibilnd). Este moze byt problém, ak dand charakteristika nepretina krivku ~. Toto spresnime

neskor. Ilustraény priklad, znaéne jednoduché rovnica:

3rozmer ~ je teda n — 1



Priklad 2. Néajdite vSeobecné riesenie rovnice
Uy =0 (1.5)
O

RiesSenie. Vektorové pole je v tomto pripade ¥ = (1,0) a jeho integralne krivky si vodorovné ciary,
riesenie v mieste (z,y) teda ndjdeme tak, ze sa vratime po vodorovnej ¢iare na miesto, kde stretneme
krivku v a hodnota funkcie u(z,y) bude hodnota f(y), ako ilustruje obrézok.

Y
~

AN

(z,y)

AN
~

Obr. 2: RieSenie rovnice pre pripad ¢ = (1,0).

To je ale presne to, ¢o hovori rovnica, ze riesenie nezavisi od = a teda je to Iubovolnd funkcia

f(y). L

Slovicko - integralnym krivkam ¢ budeme hovorit charakteristiky a oznacovat ich C. Alebo naopak,
charakteristicka krivka bude taka krivka, ktorej dotyc¢nica je v kazdom bode dana vektorom 7.

O cosi komplikovanejsi priklad:
Priklad 3. N&jdite rieSenie rovnice s pociatotnou podmienkou
3uy —2uy = 13(x +y) , u(0,y) =0. (1.6)
O

RiesSenie. Integralne krivky st opéf rovné Ciary, vracanie sa po krivke z bodu (z,y) vsak nie je pri
konstantnom z.
Riesenie - prejde do sturadnic, kde to tak bude. Nie je tazké rozmysliet si, Ze to vyriesi siradnica
E=3x—2y (1.7)
n =2z + 3y (1.8)

Druhy smer sme zvolili kolmo na smer C.
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Obr. 3: Zamena suradnic (x,y) — (&, 7).

7AxY

Nie je problém vypocitat inverzny prechod

3¢+ 2n
€Tr =

1.

13 (1.9)
—2£ +3n

= 1.1

y 13 (1.10)
Derivacie potom vyzeraju nasledovne
0 oud¢  Oudn o€ an

.= ) = — == -1 = 2 1.11
u 8:Cu(ﬁ n) 3¢ Oz + n O ug 5 + uy o Jue + 2uy (1.11)
Uy = —2ug + 3uy, (1.12)

Neprekvapuje nas, ze po dosadeni do rovnice vypadne u,, lebo presne tak sme tieto stradnice zvolili.

Dostaneme
= (4 50) = u(6n) = o€ + 2k + () (113)
HeT g ST T WS I = ges T agh T '
69x2 4 38y — 56y°
w(z,y) = 28+ L= 4 h(20 4 3) (1.14)
Funkciu h zistime z pociato¢nej podmienky u(0,y) = _266y2 + h(3y) =0 a teda h(z) = % = 2181z72

¢o dava vysledok
6922 + 38zy — 56y%  28(2x + 3y)?
— 1.1
u(z,y) 26 + 117 (1.15)

Priklad 4. Néajdite riesenie rovnice

Bugy —2uy +u=13(x+y) , u(0,y) =0. (1.16)



Majme teda vseobecny dvojrozmerny pripad
a(z,y)ug + b(z, y)uy = c(z,y)u+ d(z,y) (1.17)

hladdme suradnice &(z,y),n(x,y) tak, aby n bola rovnaka pozdlz danej charakteristiky C a & bude
hovorit, kde na danej charakteristike sa nachddzame.

Zoberieme &£ = z a budeme predpokladat, ze charakteristiky nie st nikde zvislé, onedlho od tohto
predpokladu upustime.

Vyjadrime u,, uy cez ug, u,, pozbierame cleny pri u, a budeme pozadovat, aby sa navzajom vyrusili,
¢o da

ang + bny =0 (1.18)
Charakteristiky budi vyjadrené ako funkcia y(x) a chceme, aby sa stradnica n pozdlz charakte-

ristiky nemenila

d
%77(95,?/@)) =0 (1.19)
to da J
Y
= — =0 1.20
Mo+ 1y (1.20)
¢o spolu s (1.18) d4 rovnicu charakteristiky®
dy b
—= = - 1.21
dr a (1.21)

Toto je diferencidlna rovnica pre y, ktorej riesenie bude obsahovat jednu konstantu, tato konstanta
bude hovorit, na ktorej charakteristike sa nachadzame a teda to bude presne vyjadrenie stiradnice 7.

Rovnaku rovnicu dostaneme z nasledujicej tvahy - ak sme v bode (z,y) a chceme prejst do bodu
(x + dx,y + dy) v smere vektora (a,b), posunutia dz a dy nie st nezavislé.

Rovnica potom prejde do tvaru

a(&, mug = c(&n)u+ d(&,n) (1.22)
Priklad 5. N&jdite rieSenie rovnice
1

—up + 2zuy =0, u(l,y) =3y . (1.23)
x

O

Riesenie. Rovnica pre charakteristiku je

2

2
yI:2x2:>y:§x3—{—C:>’r]:y—§x3, (124)
7 toho dostaneme vyjadrenie pre pdévodné suradnice
2.3
r=¢, y=n+38. (1.25)

4Rozmysliet si, ze sme vlastne pouzili vetu o implicitne zadanej funkcii.



Rovnica prejde do tvaru

1 2
fue=0 = u(€m) = h(n) = u(e.y) = h (4= 3a*). (1.26)
Z pociato¢nej podmienky dostaneme h(y — 2/3) = 3y a teda h(z) = 3z + 2, ¢o d4 riesenie
_ 2.3 a3
u(z,y) =3y 37 +2=3y—22°+2. (1.27)
Lahko overime, Ze riesenie spfﬁa rovnicu spolu s pociatoénou podmienkou. |
Y Y

é/x

7

—

i
I

Obr. 4: Charakteristiky v ulohe 5

Priklad 6. Na aké problémy by sme narazili, ak by bola v predchadzajtcej ilohe podmienka u(x,1) =
3z? O

Priklad 7. Néajdite riesenie rovnice

1
—up + 2zuy =z +y , u(l,y) =3y, (1.28)

x
Yuy + zuy =0 . (1.29)
]

Vo viacerych rozmeroch by rovnice pre charakteristiku boli z;(x1),7 > 2 a boli by dané podmienkou

d.’Ei (¥
= 1.
dr1 v (1.30)

7 ktorych dostaneme vyjadrenie pre n — 1 sdiradnic 7;. V tychto stradniciach bude mat rovnica tvar

viug = c(§,mi)u + d(&,m:) (1.31)

a to je opat PDE iba v jednej premennej, takze vlastne ODE.
My by sme sa ale chceli zbavit Specidlnej tlohy stradnice x1. Zavedieme parameter krivky s,

oznacujuci evoliciu pozdlz charakteristiky od miesta, kde pretina -, nech tento bod mé siradnice Zy.

10



Z bodu & na C spravim krok ds po C - t.j. v smere vektora ¥, to znamend v kazdom smere spravim

krok dx; = v;ds, ¢o mi d& n rovnic pre charakteristiky
i‘i =v; . (1.32)

Tejto ststave sa hovori charakteristicky systém.

K nej ide potom podmienka Z(s = 0) = &y, takze vysledkom celého snazenia je n rovnic x;(s),
ktoré su parametrickym vyjadrenim charakteristiky, ktora pretina krivku v v bode Zy. Pre nés je ale
uloha opac¢né, pre zadany bod ¥, v ktorom hladdme riesenie, chceme najst hodnoty Zg, s, aby sme

vedeli odc¢itat hodnotu funkcie f. To sa ale nie vzdy musi explicitne dat.

Riesenie. Vyriesime teraz priklad 5 touto metédou. Charakteristicky systém je

P=_ =2 1.33

AL (1.3
¢o ndm da 5
T =325+ = y::tg(

Z toho, ze Zy = (1, yo) dostavame (/c; = 1 a ¢ = yo — 2/3. Kedze rovnica je homogénna, dostavame

2
2s + c1)3/2 +cog = gx?’ + co (1.34)

pre rieSenie u(z,y) hodnotu pociatoénej podmienky v 3o a teda:

u(z,y) =h <y — 21:3 + ;) . (1.35)

Ak sem teraz aplikujeme pociato¢nti podmienku h(yo) = 3yo, dostaneme opét:

2 2
u(, y) =3(y—3x3+3) =3y —22° +2. (1.36)

Priklad 8. Premyslite si, preco tvary argumentov vSeobecného riesenia (1.26) a (1.35) vyzeraju inak,

hoci po dosadeni pociatocnej podmienky daja rovnaky vysledok. O

Tomuto celému sa hovori metéda charakteristik a prevadza to PDE na systém ODE. Z existencie
a jednoznacnosti riesenia ODE potom plynie existencia a jednoznacnost riesenia PDE.

Je dobré uvedomit si, ¢o vstupuje do riesenia v bode ¥ ako parameter.

e To - miesto, kde krivka ~ pretina charakteristiku, na ktorej lezi bod .
e s - parameter, ktory urcuje kde na danej C sa bod Z nachédza.

e tieto parametre si samozrejme funkciou suradnic bodu Z.

Riesenie u(Z) potom néjdeme ako (pre nehomogénnu rovnicu patri¢ne upravent) hodnotu f(Zo).
Obrazok 5 lepsi od tisica slov.

Ostava rozmysliet si, ¢o sa bude diat, ak je rovnica nehomogénna, potom

U= = Villy, = T - Vu (1.37)

11



Obr. 5: Riesenie v bode ¥ je ur¢ené bodom Zy, v ktorom charakteristika C prechadzajica bodom &

pretina krivku «, a parametrom s, ktory udéva polohu bodu & na tejto charakteristike.

takze dostavame
U=g (1.38)
¢o uz je obyc¢ajna diferencidlna rovnica.
Mate teda rovnicu & = ¥ s pociatoénou podmienkou Z(0) = 7o, ktord md riesenie ¥ = Z(s, Zp).
Riesenim rovnice & = g je potom u ako funkcia s a Zy. A ked sa ndm podari obratit vyjadrenie ¥ a

najst (s,Zo)(¥) dostaneme hladané vyjadrenie u(Z¥).

1.2 Kvazilinearne rovnice

Kvézilinedrne = linedrne v najvyssom rade derivacie. Pre PDE prvého radu méme teda rovnicu

—

0(Z,u) - Vu = g(Z,u) (1.39)

<

s rovnakou pociato¢nou podmienkou
ul, = £(&) (1.40)

Rovnicu preformulujeme do n + 1 rozmerného priestoru so stradnicami
X' = (21,...,29,u) (1.41)

Tomuto priestoru sa hovori priestor 0-jetov J? a rovnica v fiom vyzera nasledovne

V.-VxU=0 (1.42)

kde sme zadefinovali
V= (v,9) (1.43)
U = u(z) — X" (1.44)

V tomto priestore je pociato¢na podmienka dana krivkou (stdle n — 1 rozmernou)
r={XeJ0|#eqy X" = f(@)} (1.45)
Uloha m4 teda geometrickd interpretaciu — hladdme nadplochu v J° dant

(X 7er, X = u(@)} (1.46)
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funkciou u tak, aby normélovy vektor® k tejto ploche (ﬁu, —1) bol vzdy kolmy na vektor V.
Vektorové pole V nam teda v kazdom bode priestoru J° uréuje jeden zo smerov, v ktorom musi
lezat dotykova rovina k ploche (1.46), zvy$nych n—1 smerov ndm uréi pociatoénd podmienka. Problém
je evidentne, ak je pociatocnd podmienka v smere V', kedy nejednoznacne urcuje riesenie.
Ulohou je teda néjst plochu, ktord sa v kazdom bode dotyka V a ktord obsahuje I' - rieSenie
charakteristikami vektorového pola. Z kazdého bodu I' vystartuje jedna integralna krivka pola V,

zjednotenie tychto kriviek je hladané riesenie.

U C

ol x

Obr. 6: Riesenie kvazilinedrnej rovnice ako zjednotenie charakteristik prechadzajicich cez krivku T'.

Rovnice pre integralne krivky si

.i’i =v;, (1.49)
Xl—g=yg. (1.50)

Tomuto sa opét hovori charakteristicky systém a ide o stistavu n—+1 previazanych ODE, do riesenia
ktorych zakomponujeme to, ze charakteristika musi prechddzat bodom na I'. Nech je teda bod &y € T’
urcéeny sadou n — 1 parametrov 7;, tieto spolu s hodnotou parametra s v rieSeni charakteristického
systému udavaji bod na n-rozmernej nadploche, ktora je riesenim nasej rovnice. Niekedy sa budu z
tejto sistavy dat eliminovat vSetky parametre a namiesto vyjadrenia Z(s,7),u(s,7) budeme vediet
najst rieSenie v tvare u(Z), ale niekedy budeme vediet néjst rieSenie iba v parametrickom tvare.

Dva priklady na ilustraciu.

Priklad 9. N&jdite riesenie rovnice

2y +3uy —u, =u, u(l,y,2z) =yz . (1.51)

5Plocha rieSenia X"! = u(Z) v priestore J° je nulovou vrstevnicou implicitnej funkcie:
U@ X" =u@ - X" =0 (1.47)
Jej normalovy vektor N je dany (n + 1)-rozmernym gradientom tejto funkcie:
N =VxU = (Vu,-1) (1.48)

Podmienka V - VxU = 0 tak priamociaro znamend, ze vektorové pole V= (¥, g) lezi v dotykovej rovine tejto plochy.
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Riesenie. Najskor identifikujeme vsetky ingrediencie. I' je zadana ako
Zo = (1,71,72) (1.52)

kde hodnoty parametrov 7, 7o st priamo sturadnice g, zg a tak ich budeme dalej pisat. Charakteristicky
systém je potom
t=2,y=3,z:2=-1,u=u (1.53)

ktorého riesenie je

r=2s+c,y=3s+cy, z2=—5+c3, u=cye’ (1.54)
7 pociatoc¢nej podmienky dostavame hodnoty konstant
aa=1,c=y, 3=z, ct= f(1,90,20) = yo20 - (1.55)

Dostali sme teda parametrické vyjadrenie riesenia skrz parametre s, g, 29. V tomto pripade sa ndm
vsak lahko podari ndjst aj explicitné vyjadrenie pre w. Z rovnice pre x dostaneme s = (z —1)/2 a z
dalsich dvoch rovnic potom vyjadrenie pre yg a zg. To ked dosadime do poslednej rovnice, dostaneme

vysledny tvar rieSenia:

3 3 1 1 x—1
=(y—Saz+° v 1.
u(z,y, 2) (y 2£B+ 2) <z—|— 5% 2) e 2 (1.56)

[
Priklad 10. N§jdite rieSenie rovnice

up +utuy =0, u(0,y) =2+y . (1.57)

RiesSenie. Charakteristicky systém je

t=1,g9=u*, 4=0 (1.58)
a jeho riesenie je
rT=s+c,u=cy, y=cis+tcs (1.59)
Pociato¢nd podmienka da
aa=0,c3=yo, c2=2+yo (1.60)

Dostavame teda, ze ako parameter s mézeme pouzit priamo x a z rovnic pre y dostaneme vyjadrenie

pre yo
1+ 1+ 8z + 4wy
N 2z

Yo 2 (1.61)

To da vysledné explicitné vyjadrenie riesenia

-1+ /14 8z +4zy (1.62)

2x

Zd4 sa teda, ze mame dve riesenia a teda nejednoznac¢nost. Avsak lahko sa presvedc¢ime, Ze v limite

u(x,y) =

x — 0 dé iba znamienko + riesenie, ktoré splna pociato¢ni podmienku. |
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Problém s jednoznacnostou, resp. existenciou riesenia vznika, ked je v niektorom z bodov charak-
teristika v smere I', vtedy mame nekonecne vela rieSeni. VSeobecne v okoli bodu, v ktorom sa I' dotyka
nejakej charakteristiky, nebude rieSenie dané jednoznacne. Riesenie nebude (lokélne) existovat vobec v
bodoch, v okoli ktorych sa I' premietne do priestoru Z-ov na tu isti krivku ako nejaka charakteristika,
avSak v Gplnom priestore J° ide o ind krivku. Vtedy ide I' ,ponad“ alebo ,popod*“ charakteristiku.

Rozmyslite si, ako tieto dve situdcie stvisia s existenciou/jednoznacnostou rieSenia linedrnej rovnice.

Obr. 7: Situécia, kedy riesenie neexistuje: Krivka I' a charakteristika C maju totozny priemet do roviny

x — y, ale v priestore J? idii mimo seba, pricom nemajt ani rovnaky tvar.

1.3 Nelinearne rovnice

Budeme hladat riesenie vSeobecnej rovnice prvého radu

F(Z,u,Vu) =0 (1.63)

Najskor kuchynsky recept na riesenie

Rovnicu zapiseme v tvare
F(xlv"'amrhzaplw"?pn):0 (164)

Teda sme nahradili d,,u — p; a u — z. Riesenie rovnice (1.63) je dané nasledujicou sustavou ODE:

& = Oy, F (1.65a)
pi = =05, F — piO0. F (1.65b)
Z2 = piOp, F (1.65¢)

Ide o 2n 4+ 1 rovnic, ktoré k sebe potrebuji 2n + 1 poc¢iatoénych podmienok. Tie dostaneme z toho, zZe

pre parameter s = 0 (opat oznacujeme x;(0,7) = x;0 a podobne pre ostatné premenné):

e Musi byt splnena rovnica
F(f(), Zo,ﬁo) = 0 . (166)

o Bod (%, z9) musi lezat na T, t.j.
To €7 ,20 = f(Zo) - (1.67)
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e Stradnice pg musia spravne urcovat prvé derivacie funkcie f v tomto bode. Tu sa oplati byt o cosi
podrobnejsi. Bod na v je dany sadou parametrov 7;, zg je teda tiez funkcia tychto parametrov,
jej derivacia podla 7; je potom

Ozg Oz Ow;
orj  Ow; 07y |

=Z0

Ci=1,...,n—1 (1.68)

Prvy z tychto ¢lenov je hodnota p;g, druhy vieme vypocitat zo zadania krivky .

Dostavame teda postupne 1,n+1,n—1 rovnic, ktoré daji dohromady 2n+1 pociatoénych podmienok.
Riesenie potom dostaneme ako u = z(s, 7), pricom sa méZeme pokusit z vyjadrenia Z(s,7) dostat
vyjadrenie (s, 7)(Z) a explicitné vyjadrenie u(Z).

Niekolko poznamok k metdde:

e Len pre ujasnenie, doteraz boli a takmer vzdy budia parametre 7 dané priamo nejakymi surad-

nicami xg, Yo, - - -

o Nie je tazké overit, Ze za tychto podmienok dostaneme pre funkcie Z(s), u(s) = z(s), p(s)
d
—F(%,2,p) =0 1.69
4 P& 2 (1.69)
a teda Ze rovnica plati pozdlz celej ¢iary danej Z(s), kedze tam platila v bode Z.

e Urobili sme teda cosi podobne ako v pripade kvézilinedrnej rovnice. Presli sme do bohatsieho
priestoru, v ktorom je riesenie dané ako nejaké plocha, ktorti ndjdeme ako zjednotenie charak-
teristik prechadzajucich cez pociatoénii podmienku. Tomuto priestoru sa hovori priestor 1-jetov

a budeme ho oznacovat J1.
o V pripade dvoch rozmerov & = (x,y), p= (p,q) je rovnica
F(xvyvua axuaayu) =0, u|»y = f(a:, y) (170)

pricom ~ je jednorozmernd, takze body na nej st dané jednym parametrom 7. Recept na riesSenie

v tomto pripade vyzera nasledovne:

i = 0,F
Y= 0gF’ v ={zo = 20(7), %0 = yo(7)}
p=—0,F —pd,F zo= f(x0(7),y0(7)) (1.71)

q = —8yF — qazF F({BO;yOaZOapano) =0
2 = popF + qO,F dif = poci% + QO%

o Podmienka transverzality: Aby hladana plocha u(Z) naozaj vznikla a charakteristiky priestor
pokryli jednoznacne (a nezhustili sa len pozdlz poéiatoénej krivky ), priemet charakteristického
smeru do roviny & nesmie byt rovnobezny s doty¢nicou k . V dvoch rozmeroch, ak je v pa-
rametrizovand ako (xo(7),yo(7)), to znamena, ze determinant ich smerovych vektorov musi byt
nenulovy:

et <:v6(7) o(7)

=x F, —yhF, #£0 1.72
F, Fq> oFy —yolp # ( )
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Ak tato podmienka neplati, metdda zlyhdva, pociatocna krivka je sama charakteristikou a riese-
nie z nej nevieme jednoznacne rozsirit. Z geometrického hladiska Mongeovho kuzela to znamen4,

ze pociatoéna krivka sa kuzela nedotyka zvonku, ale ,,kfée“ priamo po jeho povrchu.
Priklad 11. N&jdite rieSenie rovnice
ul+u2=1, u(z,z)=0. (1.73)
O

RieSenie. Identifikujeme ingrediencie (derivovanie podla parametra 7 budeme oznacovat ¢iarkou) a

pociato¢né podmienky. Krivku v parametrizujeme ako priamku y = x:

F(z,y,2,p,q) =p*+¢* -1 =pi+¢=1

xo(T) =7 =z5=1
o(7) 0 (1.74)
yo(T) =7 =y,=1 =0=py-14+q-1
20(1) =0 =2,=0
7 tretej rovnice priamo vyplyva qo = —pg, ¢o po dosadeni do prvej dava 2pg = 1. Mame teda dve

moznosti pre pociato¢né hybnosti: pg = :l:% aqy = :F%-
Kontrola transverzality: det = z(Fy — yoFp = 1(2g0) — 1(2po) = 2(qo — po). Kedze g9 = —po,
determinant je F2v/2 # 0. Podmienka je bezpe¢ne splnena.

Dostat charakteristicky systém rovnic je priamociare, jeho rieSenim je (vyuzijeme p? + ¢? = 1):
p=ci,q=¢C, x=2c15+c3, y=2c38+c4, 2 =25+ cs (1.75)
7 pociatocénych podmienok potom dostaneme pre zvolené znamienko:
cl=po, Co=qy, C3=T, c4=T, c5=0 (1.76)
Dosadenim do rovnic pre siradnice mame:
r=2pss+7, y=2qs+1, z=2s (1.77)

7 rovnic pre x a y eliminujeme 7 ich odéitanim:

z —y = 2s(po — qo) (1.78)
Nakolko gy = —pp, dostdvame x — y = 4pgs, z ¢oho si vyjadrime parameter s = %. Kedze z = 2s,
vysledné rieSenie je:
r—y T—y
u:v,yzzZQ( ): 1.79
(z,y) I o (1.79)

Po dosadeni pg = i% dostavame dve platné riesenia tlohy:

r—y

V2
Lahko sa dé overit, 7e u} + u? = (£1/V2)% + (F1/v2)? =1/2+1/2 =1, a u(z,x) = 0. |

u(z,y) =+

(1.80)
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Priklad 12. N&jdite riesenie rovnice s nenulovou pociato¢nou podmienkou

2

ury+ur =1, ulz,z) ==z . (1.81)

2
Yy
O

Riesenie. Postupujeme rovnako, pricom krivku ~ parametrizujeme ako priamku y = = a pociatocna

hodnota z bude priamo 7:

F(z,y,2,p,9) =p*+¢* -1 =pi+q¢ =1

zo(T) =T =uz5=1
o(7) 0 (1.82)
yo(r) =7 =Yy =1 =1=po-1+q-1
20(1) =71 =z,=1
Z tretej rovnice si vyjadrime go = 1 — pg a dosadime do prvej (podmienka z rovnice F' = 0):
P+ (1—po)?=1=2p% —2po=0= 2po(po— 1) =0 (1.83)

Dostévame opét dve sady pociatoénych hybnosti, tentoraz py = 1, go = 0 (prva vetva) a pg =0, go = 1
(druhé vetva).

Kontrola transverzality: Pre obe vetvy skontrolujeme determinant zloziek:
det = z(F, — y\F, = 1(290) — 1(2po) = 2(qo0 — po) (1.84)

Pre prvi vetvu je det = —2 = 0. Pre druht vetvu je det = 2 # 0. Obe vetvy st teda v poriadku a
metdda bude fungovaf.
Charakteristicky systém a jeho integracia pre F = p? + ¢> — 1 je zhodnd s predchidzajicim
prikladom:
p=ci,g=c, x=2c18+c3, y=2c8+cy, z2=25+cs (1.85)

Riesenie pre 1. vetvu (pp = 1,9 = 0): Konstanty z pociatoénych podmienok st ¢; = 1,¢p =

0,c3 = T,c4 = T,c5 = 7. Rovnice pre suradnice a riesenie:
r=2s+T17, y=71, z2=25+T (1.86)
Z rovnice pre y vieme, ze T = y. Dosadime do rovnice pre z:
r=2s+y=2s=x—y (1.87)
Vysledné riesenie u(x,y) je hodnota z:
wa,y)=z=(x-y)+ty=ux (1.88)
Riesenie pre 2. vetvu (pp = 0,q9 = 1): Konstanty st ¢; = 0,c0 = 1,c3 = T,c4 = 7,¢5 = T.

x=1, y=28+717, z2=28+T (1.89)
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Z rovnice pre x mame 7 = x. Dosadime do y:

y=2s+r=2s=y—=x (1.90)

Vysledné rieSenie pre tato vetvu:
uz,y)=z=@y—z)+zx=y (1.91)
Obe riesenia u(z,y) = = a u(x,y) = y spliaji pévodni rovnicu u? + uZ = 1 aj pociatoénu
podmienku u(z, x) = x. [

Priklad 13. N§jdite rieSenie rovnice

ui —|—u§ =1, u(x,0)= %:p ) (1.92)
O

Vysledok. Riesenim je funkcia
u(z,y) = }x + ﬁy . (1.93)

2 2
Délezita poznamka: vidime, ze sme dostali nejednoznacné riesenia, ale lahko overime, ze vzdy je
splnend rovnica aj pociatoénd podmienka. Jednoznac¢nost riesenia je zarucend az po ziskani hodnét
pociatocénych parametrov pg, qo. Tie ale nemusia byt urcené jednoznacne, lebo rovnice pre ne nie st

linedrne a mozu mat viac rieseni.

Odvodenie receptu

V tejto ¢asti budeme pracovat s pevnym, ale lubovolnym bodom priestoru J°, ktory nemusi lezat na
I'. Aby sme ho nezamietiali s bodmi na T, ktoré zna¢ime indexom 0, oznaéime ho pruhom, (Z, ).

Opit v priestore J°. Nadplocha dand podmienkou z = u(%) ma v bode z normalovy vektor
- 0 0
N= <“ “
ox1

7 0r
RieSenie rovnice (1.95) je n — 1 rozmernd plocha a na nej moézu lezat mozné vektory N. Ak sa naché-

#,...,—1> = (7, —1) (1.94)

dzame v nejakom konkrétnom bode Z, Z, rovnica
F(Z,2,p) =0 (1.95)

je rovnica pre mozné hodnoty p. V kazdom bode mame teda vejir moznych normalovych vektorov
dotykovej roviny k rieseniu u(Z).

Vsimnite si, ze predtym bol cely tento vejar v rovine, nakolko normalovy vektor musel byt kolmy
na smer dany vektorovym polom V.

Obélka vSetkych moznych rovin, ktoré spliaji predchadzajicu podmienku, sa nazyva Mongeov
kuzel - dotykova rovina sa musi dotykat tohto kuzela. O skuto¢ny geometricky kuzel ide iba pre
pripad kvadratickych rovnic. A aj to nie vzdy, ako uvidime v tlohe 15. Pre vySsie mocniny ide o
komplikovanejsi atvar. VSeobecne ide o obalku rovin, ktorych norméalovy vektor sa nachiddza na krivke

danej (algebraickou) rovnicou (1.95).
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Priklad 14. Ukézte, ze pre rovnicu u? + uz = 1 je obalka moznych dotykovych rovin k rieSeniu rovnice
kuzel. O

RieSenie. V kazdom bode mus{ platit p? 4+ ¢®> = 1. Rovnica roviny, ktord prechadza cez bod Z,Z a
mé normalovy vektor (p,q, —1), je

z—z=plx—2)+q(y —7) (1.96)

Ak ma4 byt tato rovina dotykovou k rieSeniu rovnice, musi byt splnené p? + ¢% = 1.
Nas bude zaujimat, ako bude vyzeraf dotykova rovina dana o trochu inym p, konkrétne p + dp. Z
vyjadrenia ¢ = ++/1 — p? dostaneme

d(ivl_pg) —p
+dg=4/1—-p2+ — dp=A4/1-p2+ —= 4 1.97
q+dg p = p p mp (1.97)

a teda tato rovina mé rovnicu

z—zz(p+dp)(x—a‘c)+(i\/l—in\/:)ipzdp) (y—9) (1.98)

Prienik rovin (1.96) a (1.98) bude priamka, ktord bude lezat v obalke, ktori hladdme (premysliet) a
teda

r—r)t ———(y—y)=0 1.99

(z — ) W(y y) (1.99)
Z toho dostaneme, comu sa rovna p pre dané x,y a dostaneme rovnicu pre obalku:

(z—2)?2=(x—2)*+ (y —9)° (1.100)

¢o je kuzel s vrcholom v bode (z,y, z) a vrcholovym uhlom 7/2 (povrchové priamky zvieraju s osou
uhol 7/4). [

Riegenie nelinedrnej rovnice je teda n-rozmerns nadplocha (&) v priestore J°, ktord sa v kazdom
bode dotyka Mongeovho kuzela a obsahuje zadanti n — 1 rozmernt plochu I'.

Z ¢oho dostaneme podmienky?

e Rovnice priamok na kuzeloch v bodoch &, lebo niektort z tychto priamok musi obsahovat doty-

kové rovina k ploche u(Z).
e P su derivacie u, lebo iba vtedy je to dotykova rovina k u.
« Vsade musi platit F(Z,u, Vu) = 0.
To déva:

e v bode ¥ mame dve rdzne roviny dané normalovymi vektormi p' a p+ dp’

z—Z=p- (T 1) (1.101a)
2 —Z=(p+dp) - (Z - 7) (1.101b)
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ich prienik je dany rovnicou
)-dp =0 (1.102)

8y
K11

(

Oba vektory maju urcovat rovinu, ktora splia rovnicu, takze

OF OF
(p+ dp) (P) + o9 dp; =0 = o dp; =0 (1.103)

Porovnanim (1.102) a (1.103) dostavame dve podmienky pre ten isty maly vektor dp (ktory
predstavuje infinitezimalnu zmenu normaly roviny, pricom stale ostavame na povrchu Mongeovho

kuzela):

(& — &) -dj=0 (1.104)
V,F -dp=0 (1.105)

Rovnica (1.105) hovori, Ze povolené zmeny dp st kolmé na gradient F' v priestore p. Rovnica
(1.104) naopak hovori, Ze vektor posunutia (Z — &), ktory uréuje tvoriacu priamku hladanej
obalky (kuzela), musi byt tiez kolmy na kazdé takéto povolené dp. Z linedrnej algebry vieme, ze
ak je vektor (Z — Z) kolmy na ten isty podpriestor ako vektor ﬁpF , musia byt tieto dva vektory

kolinearne. Preto volime smer charakteristiky priamo tmerny gradientu funkcie F' podla p:

oF
Op;

(Z —Z); ~ (1.106)

O (# — ) ma zmysel hovorit iba lokalne, nakolko samotnéa dotykové rovina je iba lokalny objekt

a teda piSeme namiesto toho d¥ a dostdvame

dﬂ?i

Op. F

= const = dA Vi (1.107)

Ak spravim takto dany krok dZ, ako sa zmeni z? Takto:

0z

d
Z@m

-dx; = p;0p, FdA (1.108)

Chcem, aby rovnica platila aj v novom &, potom

dF
=0 Vi 1.109
dl’i ! ( )
B 0z Opj dz; 8;0]
=ha By g, = e TP e =
dz; Op;
=Fo+pifl+ o (1.110)

(upozornujeme na implicitné s¢itavanie cez index j podla Einsteinovej konvencie). Kde sme mohli

prehodit ¢ a j v poslednom c¢lene, lebo u;; = uj;. Dostali sme teda

dp;

- =dA 1.111
Fa:i + piF, ( )
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Ked teraz v rovniciach (1.107,1.108,1.111) prejdeme k Z(s), p(s), 2(s), dostaneme ze dA = ds a
dostaneme aj reklamovany recept.

Potom je uz velmi priamociare ukazat ze ‘é—f =0.

Stustave rovnic z receptu sa hovori charakteristické rovnice, ich rieSseniam sa hovori charakte-
ristické pasy. Charakteristické pasy ziju v 2n + 1-rozmernom priestore (Z, z, p), ktorému sa hovori
priestor 1-jetov J'. Ich priemet do priestoru J? st potom charakteristické krivky. Ktort z kriviek v

pase si vyberiem, potom urcuje pociatoénd podmienka svojou derivaciou.

Priklad 15. N&jdite riesenie rovnice

uguy =u , u(0,y) =y” . (1.112)
O
Riesenie. Ingrediencie:
Trog — 0
F=pg—z,v:q vw=r
20 = 72
Rovnice aj s riesenim:
T=q
y=p

p=p = p=cie’
G=q = q=ce’
z = 2pq

A teda

T =coe’ + c3
y=cire’ + ¢y

2 =c1c9€% + c5
Pociatoéné podmienky daji z derivacii pociatoénej krivky najskor:
21=po-0+q -1 = q=27=c
A nésledne zo samotnej rovnice pre F = 0:
pogo — T2 =0 = po(27) =712 = py= %T:cl

Zvysné podmienky potom daju:

c2+c3=0 = c3=-27

clt+c=7T = 4= =T

6102+C5:7’2 = c5=0
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Dostdvame teda parametrické riesenie

1
x=21(e®*-1) , yziT(es—i—l) , z =72

Z toho vieme vyjadrif, comu sa rovna e®, 7 a dostaneme

2
w(z,y) = (“P”lgy) . (1.113)

Geometrickd pozndmka k Mongeovmu kuZelu: V tomto pripade (pg = z) nemd Mongeov kuzel
klasicky rota¢ny tvar. Dosadenim vézby ¢ = Z/p do rovnice dotykovej roviny z—z = p(x —z)+q(y—y)
dostaneme zvizok rovin parametrizovany hodnotou p. Ak tento zvizok zderivujeme podla p a polozime

rovny nule (hladdme obéalku zvizku), dostaneme po tprave rovnicu Mongeovho kuzela v tvare:
(z—2)?2 =42z - Z)(y — 7) (1.114)

Ide o elipticky kuzel (s hyperbolickymi prierezmi pre konstantné z), ktorého tvar navyse dynamicky

zéavisi od aktudlnej vysky z. Pri prechode rovinou z = 0 kuzel dokonca tiplne degeneruje na rovinu. W

1.4 Aplikacie rovnic prvého radu

1.4.1 Transportna rovnica, Burgersova rovnica a vznik razov

Transportnd rovnica. Premenné oznacime (z,t), teda jednorozmerna poloha a Cas:

ut 4+ cuy =0, u(z,0) = f(z) . (1.115)
Charakteristiky si dané rovnicami
T = z=cttoa=ct+ag, (1.116)
T=c
a pociato¢na podmienka da
u(z,t) = u(zo,0) = f(xo) = f(x —ct), (1.117)

teda pohyb profilu f(z) rychlostou ¢, avSak iba jednym smerom. Ak je u koncentracia ¢astic, potom
tato rovnica popisuje pohyb tychto castic v médiu, ktorého rychlost je c. Ak ta zavisi od x alebo
od t, riesenie pre zp bude komplikovanejsie, ale podmienka v = f(z() bude platit dalej (hodnota f
odniekadial dotiekla, otdzka je len, ze odkial). Nenulovd prava strana potom meni aj koncentréciu

Castic. Tie m6zu vznikat, zanikat, mnozit sa, zomierat a podobne.

(Bezviskézna) Burgersova rovnica. Budeme popisovat Castice, ktoré sa pohybuji samostatne
a nie su ni¢im unasané. Majme teda vela castic na priamke, kazdd nech ma nejakd rychlost. Ak s
¢astice volné, pre ich polohu plati x;(t) = x4 + vit a #;(t) = 0. Castic tiez nech je velmi vela, aby sme
ich rozdelenie mohli povazovat za spojité. Castice teraz budeme popisovat polom rychlosti u(z,t), t.

j. hodnotou rychlosti, ktorii méa castica, ktord sa v ¢ase t nachddza v mieste . Akd rovnicu splna u?

23



Ked pocitame daplna derivaciu v, musime zahrnit to, ze profil rychlosti sa méze menit s ¢asom a meni
sa aj Castica, ktord sa v danom mieste nachidza, takze

du . dx .
—_— =1U Up—— = U Uy
dt t mdt t T

(1.118)
To je ale rovné v = & = 0, takze dostavame Burgersovu rovnicu:

ur +uu, =0 .

(1.119)
Ide o nelinedrnu rovnicu podobnt (1.115), kde rychlost Sirenia je priamo hodnota u. Hned uvidime, ze

to vedie na problémy. Oplati sa spomentt si na konvektivnu derivaciu a Eulerovu rovnicu z mechaniky
tekutin na teoretickej mechanike.

S pociato¢nou podmienkou u(z,0) = f(x) ju vieme hravo vyriesit:

t=-=s
=

= z=ct+c= f(xo)t+zo . (1.120)
u=~0 u=rcy

Pre dané f je poslednd rovnica rovnicou pre xy a z nej potom dostaneme wu(z,t) = f(zg)
Majme pociatoénii podmienku k rovnici (1.119), ktort ukazuje obrazok 8:

0 20<0
u(o,0) = f(xo) g 0<xp<1 (1.121)
1 zg>1
u
| u(z,0) = f(z)
t T
1

Obr. 8: Prva pociatoénd podmienka pre Burgersovu rovnicu.

Pytame sa teda, aké je zg pre dané x a t. Tu musime zacaf od konca, predpokladat hodnotu zy a
potom zistit, aké x,t vedie na tito hodnotu:

o xy < 0, potom f(xg) = 0 a dostaneme rovnicu charakteristik z = xg, v takom pripade je riesenie
u(z,t) = 0 a plati pre z < 0,

e xyp > 1, potom f(zp) = 1 a dostaneme rovnicu charakteristik = ¢ 4+ xo, v takom pripade je
rieSenie u(z,t) = 1 a plati v oblasti, kde z — ¢t > 1,

e 0<zy<1, potom f(zg) = xp a dostaneme rovnicu charakteristik
r=xpt+x9 = To=

x
— 1.122
t+1"7 ( )
v takom pripade je rieSenie u(z,t) = ;75 (plati pre 0 <z <t +1).
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Obr. 9: Riesenie Burgersovej rovnice s prvou pociatocnou podmienkou. Vlavo charakteristiky x =
f(xo)t + zp: Cervené pre xp < 0, modré pre 0 < xg < 1 a zelené pre xzy > 1. Bodkované predizenia
modrych charakteristtk do ¢ < 0 sa stretavaji v bode (0,—1). Vpravo rieSenie u(x,t) v ¢asoch t

uvedenych pri profiloch.

Obrazok 9 lepsi od tisica slov.

Nie je tazké rozmysliet si, ¢o tento priklad hovoril. Nainicializujeme castice tak, ze pre z < 0
stoja, pre z > 1 sa pohybuja rychlostou 1 a medzi nimi rychlost rastie z jednej na druhi. Ked castice
pustime, stojace stoja, rychle utekaji pre¢ a tie medzi nestihaji a medzera sa zvacsuje. A presne to
hovori obrazok.

Majme ale ini pociatoéni podmienku, ktort ukazuje obrazok 10:

1 z9g<0
u(zp,0) = f(zg) =q¢ 1—29 0<zp<1 . (1.123)
0 zog>1

Postup je tplne analogicky, takze bez velkého komentara:
o 20 <0, f(xg)=1,u(z,t) =1, x=t+xgatedaxz—1t<O0,
o x9>1, f(xg) =0, u(z,t) =0,z =9 a teda & > 1,

e O0< o<, f(wg) =1—mp, u(z,t) =(1—2)/(1 —t), 2 = (1 — x0)t + x0.

u(z,0) = f(z)
1

X

Obr. 10: Druha pociato¢nd podmienka pre Burgersovu rovnicu.
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Tu obrézok 11 hovori ovela tragickejsi pribeh. V case ¢ = 1 sa charakteristiky pretnt a riesenie

prestava byt dané jednoznacne.

t

H\
Il
e}
W
Wit
—

17

1 1

Obr. 11: Riesenie Burgersovej rovnice s druhou pociato¢nou podmienkou. VIavo charakteristiky = =
f(xo)t + zo: Cervené pre xp < 0, modré pre 0 < xy < 1 a zelené pre zyp > 1. Po case t = 1 sa
charakteristiky pretinajui v oblasti medzi priamkami x = 1 a x = ¢, kde st nakreslené bodkovane.

Vpravo riesenie u(zx,t) v ¢asoch ¢t uvedenych pri profiloch, v ¢ase ¢ = 1 vznikd v mieste z = 1 skok.

Pekne to vidno, ked si rozmyslime, co sa deje s casticami, ktoré maji takto nainicializované rych-
losti. Castice pre & > 1 stoja a ¢astice pre < 1 ich dobiehaji a v ¢ase t = 1 sa v mieste z = 1
vytvori schod, nespojitost u a nekoneénost u,. Tomuto sa hovori raz (po anglicky shock). Z matema-
tického hladiska rovnica vybuchne a zamrzne ako Windows, z fyzikalneho hladiska to hovori, Ze v tom
momente prichddza do hry nejaka ina fyzika.

Je dobré vyjasnit si, ze to, ¢o sa pretlo, sti charakteristiky v priestore R?, ¢o je priemet charakteristik
v J? na tato rovinu. V priestore JY sa charakteristiky nepretinajui, avSak poc¢iatoéna podmienka T si

z nich vybrala tak, Ze ich priemety sa pretinaju.

Vseobecne(jsie) o razoch. Riesenie Burgersovej rovnice (1.119) je u = f(x—ut), ¢o ked derivujeme
podla x, dostaneme

f/
1+ f't7’

a teda evidentne vznikne problém, ak je niekde f’(z¢) < 0, lebo pozdl7 tej charakteristiky sa s rasticim

g = f (1 —ugt) = uy =

(1.124)

¢asom bude derivacia u, zvicsSovat a v ¢ase

t= ;Illi% <_f’(1:vo)> (1.125)

sa charakteristiky prvykrat stretnd a riesenie vybuchne.

Ak mame vSeobecnejsiu rovnicu v tvare
ut + c(u)ugy =0, (1.126)
t. j. rychlost nie je priamo u, ale Cosi, ¢o zavisi od u, rieSenie dostaneme nezlozito ako

u=f(z —c(u)t) , (1.127)
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a v tom pripade dostavame

f/

wr= (=) = =

(1.128)

R4z teda vznikne v Case (berieme minimum cez oblast, kde je menovatel zdporny):

1
T = min (—) : 1.129
2\~ S ) 429
Co robit, aby razy nevznikali? Pridat na pravi stranu brzdenie:

e Clen eu,, sa pre malé druhé derivicie neprejavi, ale ak zac¢ne vznikat singularita, bude domi-
nantny a sposobi pre zaporné u,, ktoré velmi rychlo klesa, velké brzdenie. K tejto rovnici sa

vratime na konci semestra.

e Pridat na pravu stranu odporovu silu —ku, potom:

t=1 t=s
= = = (1.130)
_ _fxo) —kt
= — + .
= —ku u=cre ™ = f(xg)e " ’ RC “
V nulovom c¢ase potom dostavame
_ f(zo) _ f(zo) —kt\ _ uekt —kt
mo—cQ—T:x—xo—i-T(l—e )—xo—l—T(l—e ), (1.131)
¢o da
_ Ukt —kt okt [ Yz (Rt
u=f <$ 7 (e 1)> e = uy,=e "'f (1 p (e 1)) , (1.132)
a teda e
Ug cf (1.133)

ekt
Aby bola v kazdom c¢ase tato derivacia konecnd, vyraz v menovateli nesmie byt nikdy nulovy, a
teda musi pre vSetky zq platit & > max(—f'(z¢)). Rozmysliet si, o ¢o ide — odporov4 sila musi
byt dost silna, aby v dostatocnom case zabrzdila velmi rychle castice a tie nedobehli pomalsie

Castice pred nimi.
Priklad 16. Aké musi byt k v rovnici u; + c¢(u)u, = —ku, aby pre zadani pociato¢ni podmienku

u(x,0) = f(z) nenastal nikdy réz? O

Zakony zachovania. Burgersova rovnica sa dé zapisat ako (jednorozmerny) zakon zachovania

1
up + (2u2> =0, vSeobecnejsie wu; + (f(u)), =0. (1.134)

Idea je z teoretickej mechaniky alebo teérie elektromagnetického pola, u je hustota veli¢iny a f(u) je
hustota jej toku. Zédkon potom hovori, ze ak sa meni hustota, veci museli odtiect alebo pritiect, ale

nevznikli ani nezanikli.
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Vseobecnejsie rovnicu (1.119) vynasobime u"~! a pouzitim Leibnizovho pravidla (ktoré plati, pokial

0 [u™ 9 [ unt!
a5+ o (255) - (1139

¢o je lokalny zdkon zachovania pgn) + jg(cn) = 0. Hovori, Ze ak sa v danom mieste meni hustota veli¢iny

je funkcia u hladkd) dostaneme

p, potom to znamend, ze veli¢ina do daného miesta priteka tokom j, ze v danom mieste nevznika ani

nezanika. To tiez znamenad, Ze sa zachovava velicina

Qn = /da?p /dx— . (1.136)

Takyto zakon zachovania dostaneme pre Tubovolné n > 1.
Majme teraz nespojitost v u, ktord je v mieste X (), ktoré sa moze menit (rdz sa hybe). Nasa
rovnica uz teda nebude platit vsade, lebo u, uz nema dobry zmysel, ale predpokladajme, zZe (niektoré)

zédkony zachovania platia dalej. Z Q,, = 0 dostavame

;(/ x——i—/ da;>_o

X(t) n n S
ax / Ou' ut ax / ou' . (1.137)
z— X~ (t) dt —00 ot n n

u’I’L

n

xi
e X+ db x@ Otn

Urobime zrejmé oznacenie a pouzijeme lokalny zakon zachovania. Predpokladame, ze v oblasti, kde je

u spojité, rovnica (1.119) plati stéle, ¢im dostaneme

0 o0 n 0
n X / nJrl_/ d 7n+1207
(uZ —ul) n+1(’“)xu X(¢) xn+1(’“)xu
(ut —u})X = P (= ) 4 (o) - | (1.138)
Nakolko @Q,, sa zachovava, rozdiel tokov v nekonecne je nula a
) 7 un+1 _ un+1>
X = — + : (1.139)
n+1 < u” —ulf

Ako by toto odvodenie (a zachovavajica sa veli¢ina (1.136)) vyzeralo pre pripad nenulovych tokov v
nekonecne (taky pripad budeme mat!)?

Od tedrie, ktord bude popisovat pohyb razov, oéakévame, 7e bude dévat iba jednu hodnotu X,
a teda bude vymedzovat jedno n, pre ktoré plati zakon zachovania aj v pritomnosti rdzu (kedze pri
nespojitosti uz Leibnizovo pravidlo pouzité pri odvodeni zadkonov zachovania pre vyssie n neplati). Ak
sa fyzikdlne zachovdva priamo samotné u, teda pripad n = 1 (napriklad pri autdch z dalSej casti to

zodpovedd zachovaniu poc¢tu dut, ¢o je rozumny predpoklad), dostaneme

1
X = B (uy +u_) . (1.140)
Pre druhi z pociatoénych podmienok, s ktorymi sme vyssie riesili Burgersovu rovnicu, je u— =1 a

uy = 0. Raz teda vznikne v case t = 1 v mieste x = 1 a dalej sa pohybuje rychlostou %, ako ukazuje
obrazok 12.
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Obr. 12: Riesenie Burgersovej rovnice v pritomnosti razu. Tenké ¢iary si charakteristiky, ktoré koncia

na raze, hrubé ¢ervend ¢iara je poloha razu X (t) = (¢t +1)/2.

1.4.2 Cestna premavka

Predpoklady: jeden pruh, hustota dut je dana funkciou p(z, t), auta sa v.danom mieste hybu rychlostou

v(z,t) doprava. Pocet dut medzi a a b je

b
/ dx p(x,t) = N .
a
Za cas dt prejde cez miesto x v Case t pocet aut
dn = p(z,t)v(x,t)dt .

Potom musi platit

dN = dn|, — dn|, = [p(a,t)v(a,t) — p(b,t)v(b,t)] dt .

Ak zoberieme a = x a b = x + dx, dostaneme z definicie parcidlnej derivéicie

an = 20 gy
;1:
a z (1.141) dostaneme
dN = @d:cdt ,
ot
¢o dohromady déava
pt+ (pv)e =0

Predpokladdame nejaki zavislost v(p), z ¢oho

dv
pt+ v+pd7) pz = pt +c(p)pes =0

(1.141)

(1.142)

(1.143)

(1.144)

(1.145)

(1.146)

(1.147)

Predtym, ako zvolime nejaké konkrétne c¢(p), pozrime sa na vlny v rovnovaznom rieseni. Rov-

nica (1.147) mé evidentne rieSenie p = pr = const. Co sa stane, ked v tomto rieseni vznikne mala

porucha p = pr + p? Potom linearizujeme:
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a rovnica do prvého radu v tildach bude proste a iba

pt + c(pr)pz =0 .

(1.149)

Rovnica pre p je uz potom obycajné transportna rovnica dana rychlostou pre pr. T4 mdze byt zaporna,

takze porucha p sa moze $irit aj proti smeru dopravy. Pre vztah (1.150) to nastane, ak pr > po/2.

Najjednoduchsi tvar zavislosti rychlosti od hustoty je
P 2p
v(p)—v()(l—) = c(p)—vo(l—) .
Po Po
Vidime teda, ze opiaf budeme mat do ¢inenia s razmi. Majme teda rovnicu
2
pt+U0< —p>px=0-

Po

Jej riesenie je priamociare:

tzl t:s
a'c:vo( —i—g) = = x:vo(l—%yt%-xg
p=0 p=ci1= f(xo)

Prva pociatoénd podmienka = semafor:

_J po <0
f(x)_{ 0 z>0

Opét ako predtym musime rozdelit riesenie na dve casti:
e g < 0, potom f(xg) = po a

r =vo(1l —2po/po)t + 20 = == —vot + 20,

e 129 >0, potom f(xg) =0 a
r =vot + x¢ .

(1.150)

(1.151)

(1.152)

(1.153)

(1.154)

(1.155)

Narazili sme na problém, ktory je typicky pre nelinearne rovnice. V Casti priestoru (medzi —vgt a vot)

mame nedefinované riesenie. Problém je ale priamo v charakteristikdch, neexistuji charakteristiky,

ktoré by prechddzali cez tuto cast priestoru. Hovori sa tomu vlna zriedenia (po anglicky rarefaction

wave).

Opravime to trochu pozmenenou pociatoénou podmienkou:

po <0
flz)=1% pp(1-%) 0<z<L
0 z>1L

V oblastiach 2o < 0 a g > L dostaneme to ¢o predtym, v oblasti medzi dostavame

o tvg +x
= 1-2(1—— ||t = =L—.
! v0< < L)> o o L + 2upt
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Dostali sme vejar charakteristik, ktoré prechadzaju z lavého do pravého druhu charakteristiky a maju

slusni limitu L — 0. RieSenie je v tejto oblasti (t. j. medzi —uvgt a vot + L):

.T—l-'l)ot)

= 1.158
L+ 2Uot ( )

pl,t) = po (1

a tiez ma pekna limitu L — 0.

Riesenie tlohy o semafore je teda také, ze v Case ¢ = 0 autd na Ciare vystartujd, ale autd vo
vzdialenosti d za semaforom sa pohni az o ¢as d/vg, postupne sa rozriedia a postupne zrychlia (na
mieste semaforu z = 0 je hustota pg/2 a rychlost vg/2).

Ina tloha, riedka premavka naradza na hustejSiu premévku (A < B):

A <0
flx)=4¢ (A-B)(1-F)+B O0<az<L . (1.159)
B xz>1L
Opét riesime ako predtym:
e 79 <0, potom f(xg) =Aa
2A 2A
T =1 (1 — ) t+x9, okrajintervalu: X_ =g (1 — ) t, (1.160)
Po Po
e 9> L, potom f(z9) =B a
2B 2B
T = g (1 — ) t+x9, okrajintervalu: X; =g (1 — ) t+ L, (1.161)
PO Po

e 0 < zg < L, dostaneme cosi divoké, ale asi nas neprekvapi, ze vysledok je linedrny narast z
hodnoty A na hodnotu B.

Sirka intervalu, na ktorom sa meni hustota, je

2’[)(]

Ar=X;—-X_=L+—(A-B)t, (1.162)
Po
ktory sa scvrkne do nuly po case
_ Lo (1.163)
QUQ(B — A) ' '
Vsimnite si, ze to je konzistentné so vztahom (1.129).
1.4.3 Rovnica eikonalu
Vlnova rovnica pre elektromagneticky (skalarny) potenciél je
1 0%®
AP — ——=0. 1.164
c2 ot? ( )
Zvolime ansatz pre riesenie vo forme viny s rychlo oscilujicou fazou:
® = A(Z)e T @+ (1.165)
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Dosadime do rovnice a pocitame; dostaneme dve rovnice, jednu za redlnu a jednu za imaginarnu cast.

Prva rovnica (redlna ¢ast) mé tvar

AA - PAVT)? = —AC“’; . (1.166)
V limite geometrickej optiky w — oo dostaneme
VT = c% : (1.167)
a ked prejdeme k optickej drahe substiticiou T'(Z) = uéf) (kde ¢q je rychlost svetla vo vakuu a n = ¢y/c
je index lomu prostredia), dostaneme
u? + ug +u? =n*(z,y,2), (1.168)
¢o je rovnica eikonalu.
Druh4 rovnica (imagindrna cast) da
IVA-Vu+AAu=0, (1.169)

Co je transportnd rovnica pre amplitidu A pozdlz gradientu (uz) zndmeho u. Na rieSenie rovnice
eikondlu existuji efektivne numerické algoritmy (napr. fast marching method), ktoré sa hojne pouzivaju
aj v pocitacovej grafike.
Specialny pripad — vakuum n = 1 v 2D, kde méme:
ul+uy=1, ul,=0. (1.170)

Riesenie u(z,y) v tomto pripade udéva euklidovsku vzdialenost bodu (z,y) od krivky ~. Navyse, kazdé
hladké riesenie tejto rovnice je vzdialenostou od nejakej krivky (plus pripadne konstanta), kedze za
novu pociato¢nu krivku 4 si moézeme zvolit lubovolnd vrstevnicu u(zx,y) = C.
Preco je to tak, vidno priamo z metédy charakteristik pre F' = %(302 +¢¢—-1)=0:
i=p, y=q, p=0, ¢=0, 2=p"+¢*=1. (1.171)

Kedze p = ¢ = 0, smerovy vektor (pg, qo) je konstantny a charakteristiky st priamky (svetelné luce):

z(s) = zo(T) +pos ,  y(s) = yo(7) + qos - (1.172)

Podmienka pre pociatocné derivicie pri zo(7) = 0 ddva 0 = z{ = pox{ + oY), Co znamend, Ze
charakteristiky vybiehaju z krivky ~ kolmo. Z rovnice 2 = 1 a podmienky zp = 0 méme u(z,y) =

z(s) = s. Pre vzdialenost d bodu (z,y) od poc¢iato¢ného bodu (xg,yo) na krivke potom plati:

d=\/(x—20)* + (y —90)? = s\/p} + @} = s = ulz,y) . (1.173)

Z pohladu Mongeovho kuzela (ktory mé sklon stien 7/4, teda z = r) je rieSenie obalkou kuzelov

s vrcholmi husto naukladanymi pozdl7 krivky v v rovine z = 0. Vyska z = u(z,y) tejto obalky
nad bodom (z,y) je potom urc¢end vrcholom najblizsieho kuzela na v a pri sklone 7 /4 sa presne rovna
vodorovnej vzdialenosti od neho. Tam, kde sa stretnt svahy z roznych casti krivky +, sa charakteristiky
pretni a vznikne ,hreben“, na ktorom riesenie striaca diferencovatelnost — ide o presni geometricki

analégiu vzniku rédzu v Burgersovej rovnici.
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1.4.4 Dalsie fyzikalne aplikicie

Rovnice prvého rddu a metdda charakteristik tvoria matematickt kostru mnohych kltac¢ovych konceptov

teoretickej fyziky, s ktorymi sa citatelia stretnd v inych kurzoch:

Hamiltonova—Jacobiho rovnica (Analytickd mechanika). Najfundamentalnejsou nelinedrnou

PDE prvého radu v mechanike je rovnica pre akciu S(q,t):

oS oS

— +H(§—=—=.,t]=0. 1.174
5+ (7 50 t) (1.174)
Ak oznacime zovSeobecnené hybnosti ako p'= ) , charakteristicky systém pre funkciu F'(t, q, S, pt, p) =
i+ H(q,p,t) = 0 (pri volbe parametra s = t) priamo generuje kanonické Hamiltonove pohybové rov-

nice:

. 0H . 0H
qi = 3]91 y Di= aql .

Klasické trajektoérie castic vo fazovom priestore su teda presne charakteristickymi pasmi v priestore

(1.175)

1-jetov J', ktoré buduji plochu akcie S. Casovo nezavisla verzia tejto rovnice pre konstantnt energiu

H(§,VW) = E je mechanickym ekvivalentom optickej rovnice eikonalu.

Liouvillova a Vlasovova rovnica (Statisticka fyzika a kineticka teéria). Casovy vivoj hus-

toty pravdepodobnosti p(q, 7, t) vo fizovom priestore je dany Liouvillovou rovnicou:

p & aHap_aHap>_
8t+z<8pi8qz- dq; Opi =0

(1.176)

i=1
Ide o linedrnu homogénnu transportni rovnicu v 2n-rozmernom fazovom priestore. Jej charakteristi-
kami st opat Hamiltonove trajektérie a podmienka p = 0 pozdlZ nich priamo vyjadruje Liouvillovu
vetu o zachovavani fazového objemu (nestlacitelnosti fazovej kvapaliny). Zahrnutim vlastného elektro-
magnetického pola generovaného samotnymi Casticami dostavame bezrazkovad Vlasovovu rovnicu vo

fyzike plazmy.

Callanova—Symanzikova rovnica (Kvantova teéria pola a fazové prechody). To, ze fyzikalne
predpovede nezavisia od volby renormalizacnej skaly u, vyjadruje linedarna PDE prvého radu pre

renormalizované n-bodové Greenove funkcie G(™):

(Mc‘fu + 5(9)889 + m(g)> G (p;g,p) =0. (1.177)

Riesenie tejto rovnice metddou charakteristik prirodzene zavadza koncept beZiacej vizbovej konstanty

(running coupling) g(u), ktorej vyvoj so skdlou energie riadi charakteristickd rovnica ,uj—z = 5(9).

Tvar sypkych materidlov (Mechanika kontinua). Rovnica eikonédlu Wu|2 = tan® a popisuje aj
rovnovazny povrch u(z,y) kopy piesku so sypnym uhlom « nasypaného na podlozku s okrajom ~ (kde
ul y = 0). Miesta, kde sa charakteristiky vychadzajice kolmo z okraja - pretni, tvoria ostré hrebene

na povrchu piesku, na ktorych funkcia straca diferencovatelnost.
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2 Parcialne diferencialne rovnice druhého radu — ivod

V tejto kapitole prejdeme k rovniciam druhého rddu. Hladdme nezndmu funkciu w(Z), # € R", ktord
spfﬁa rovnicu
F(.’f, u, al-u, szu) =0 5 (21)

kde Oju = Or,u a Ojju = 0,0z;u, i,j = 1,...,n, oznacuji vsetky prvé a druhé parcidlne derivicie
funkcie u. Na rozdiel od kapitoly 1 sa tu nebudeme zaoberat vseobecnymi nelinedrnymi rovnicami
a obmedzime sa na rovnice, ktoré sa linedrne aspon v najvyssich, teda druhych derivacidch. Takéto

rovnice nazyvame rovnako ako pri rovniciach prvého radu kvazilinearne. Maju tvar

Z Qij aiju + G(f, u, Olu) =0, Qij = aij(:f, u, 8ku) R (2.2)
ij=1

kde funkcia G obsahuje vSetky cleny bez druhych derivicii. Ak koeficienty a;; zévisia iba od & a

linedrne st aj ostatné ¢leny, dostaneme linedrnu rovnicu®

n n

Z a;ij (%) Ojju + Z bi(Z) Oju + c(Z)u = f(¥) . (2.3)
i,j=1 i=1

Clenom s druhymi deriviciami budeme hovorit hlavna éast rovnice. Pre dvakrat spojite diferenco-

vatelni funkciu nezalezi na poradi derivovania, 0;ju = Jj;u, a preto v hlavnej Casti zélezi iba na stcte

a;j + aj;. Koeficienty teda mozeme vzdy zvolit symetrické (staci a;; nahradit vyrazom (a;; + aji)/2) a

v dalSom budeme predpokladat, Ze a;; = aj;. Uvidime, Ze prave hlavna cast rozhoduje o tom, akého

typu je rovnica, a tym aj o tom, aké podmienky k nej prirodzene patria a ako sa spravaju jej riesenia.

2.1 Klasifikacia rovnic v n rozmeroch

Pri rovniciach prvého radu sme si pomohli vhodnou volbou stiradnic, v ktorych sa z rovnice stala oby-
¢ajnd diferencidlna rovnica pozdlz charakteristik. Pri rovniciach druhého radu skisime nie¢o podobné:
budeme hladat stiradnice, v ktorych mé hlavné cast co najjednoduchsi tvar. Ukéze sa, ze tplne sa jej
zbavit nevieme, vieme ju vsSak zjednodusit na niekolko zakladnych tvarov, ktoré sa od seba podstatne
lisia.

Uvazujme linedrnu rovnicu (2.3). Jej hlavnej ¢asti priradime charakteristicki formu

n

QAL An) = D ag(@)Aid (2.4)

ij=1
ktort dostaneme tak, ze v hlavnej casti nahradime kazdu derivaciu 0; premennou ;. Je to kvadratickd
forma so symetrickou maticou A(Z) = (ai;(Z)). Vsetko, ¢o v tejto kapitole povieme, zavisi iba od
hlavnej Casti, a preto to plati aj pre kvézilinedrne rovnice (2.2). Tam vsak koeficienty a;; zavisia od u

a jej derivacii, takze typ rovnice moze zavisief aj od toho, ktoré riesenie prave skimame.

5Samotna podmienka a;; = a;; (%) na linearitu nestaéi. Rovnice, v ktorgch koeficienty pri druhgch derivicidch zavisia
iba od Z, ale zvysSok moze byt nelinedrny, sa nazyvaju semilinedrne. Prikladom je nelinedrna Kleinova—Gordonova rovnica

z tvodu.
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Pozrime sa najprv, ako sa hlavna cast zmeni, ak prejdeme k novym siradniciam & = & (%),

k=1,...,n. Podla pravidla pre derivaciu zlozenej funkcie je
33
Z O, %, (2.5)
a teda )
O, 85; SR
03,0z U = 8 O¢, 1 Oc, 1 . 2.6
i Ju klzl 6332 &k fl + Z 83318.17] fku ( )

Druhy stcet obsahuje iba prvé derivacie funkcie u, takze patri k nizSim c¢lenom. Hlavna cast ma v

novych sturadniciach koeficienty

&k,
81% ’

ap] = Z Jki @i Jlj , t.]. A=JAJT , Jei =
ig=1

(2.7)

kde J je Jacobiho matica zameny siiradnic. Charakteristicka forma sa teda pri zdmene stiradnic sprava
ako kvadratickd forma: v novych siradniciach dostaneme tu istt formu, len vyjadreni v novych pre-
mennych gy, ktoré sivisia s A; rovnako ako derivacie, A\; = > "5 Jiitk-

V pevnom bode &y méze byt J lubovolna regularna matica B, staci zvolif linedrnu zamenu E = BZ.
Z linedrnej algebry je znadme, ze symetricki maticu A(Zy) mozno transformaciou BAB” previest na
diagonalny tvar s ¢islami +1 a 0 na diagondle: najprv ju ortogonalnou transforméciou diagonalizujeme,
¢im dostaneme na diagonadle jej vlastné ¢isla, a potom zmenime mierku kazdej saradnice, ktorej zodpo-
ved4 nenulové vlastné &islo v, faktorom 1/+/]v[. Existuji teda stiradnice, v ktorjch ma charakteristické

forma v bode Zq tvar

€1 0 H1 "
Qu1, -+ pin) = (1, - -+ fim) P =D eruk, er==%1,0. (2.8)
0 en) \uin k=1
Transformécia B nie je uréend jednoznacne, pocet kladnych, zdpornych a nulovych ¢isel € vSak od jej
volby nezavisi. Tvrdi to Sylvestrov zakon zotrvacnosti z linearnej algebry; tieto pocty s rovné poctu
kladnych, zadpornych a nulovych vlastnych ¢isel matice A(Zy). Preto mé zmysel podla nich rovnice
triedit.

Problém je v tom, Ze takto vieme formu upravit iba v jednom bode. Matica A(Z) sa vo vSeobecnosti
meni s polohou a matice B(Z), ktoré ju prevadzaji na tvar (2.8), st v réznych bodoch roézne. Potrebovali
by sme teda zamenu stradnic, ktorej Jacobiho matica sa v kazdom bode rovna niektorej z vhodnych
matic B(Z). Riadky Jacobiho matice su vSak gradienty funkcii &, a preto musia spiiiat podmienky
0jJki = 0;Ji;. Nemame zarucené, ze sa matice B(Z) daju zvolit tak, aby ich spliiali. Vynimkou je
rovnica s konstantnymi koeficientmi a;;: vtedy staci jedna linedrna zdmena { = BT a hlavna cast bude
mat tvar (2.8) vsade. Rovnicu, ktorej hlavna ¢ast ma v celej oblasti tvar >, 5k8§ku, budeme nazyvat
rovnicou v kanonickom tvare.

Ci sa kanonicky tvar da dosiahnut v celej oblasti, vieme odhadnit na prstoch. Chceme, aby mimo-

diagonélne prvky matice A boli nulové a diagondlne rovné £1 alebo 0. To je n(n + 1)/2 podmienok,

35



presne tolko, kolko mé symetrickd matica nezavislych prvkov. K dispozicii madme n funkcii & (Z) a

navyse mozeme celd rovnicu vynédsobit nenulovou funkciou, spolu teda n + 1 funkcii. Pre n > 3 je

n(n+1)

5 >n+l, (2.9)

podmienok je viac ako volnosti a vo vseobecnosti nemézeme ocakavat, ze kanonicky tvar v celej oblasti
existuje. Pre n = 2 sa obe cisla rovnaju a v casti 2.2 uvidime, Ze v dvoch rozmeroch sa to v okoli
kazdého bodu naozaj da. Takéto pocitanie je, samozrejme, iba heuristika: rovnaky pocet podmienok
a neznamych funkcii eSte existenciu rieSenia nezarucuje.

PodTa toho, aké su ¢isla e v (2.8), delime rovnice druhého rddu v bode Zj na
o eliptické, ak s vSetky e, = 1 alebo vsetky e = —1,
e hyperbolické, ak je jedno e rovné —1 a vsetky ostatné su +1, alebo naopak,

o parabolické, ak je jedno g rovné 0 a vSetky ostatné maju rovnaké znamienko, teda si vSetky
+1 alebo vsetky —1.

Na celkovom znamienku nezalezi, lebo rovnicu moézeme vynésobit ¢islom —1. Rovnica je eliptickd (hy-
perbolickd, parabolickd) v oblasti, ak je takd v kazdom jej bode. Pre n > 3 tieto tri typy nepokryvaju
vSetky moznosti. Napriklad rovnicu s n =4 a (e1,...,e4) = (1,1, —1,—1) nazyvame ultrahyperbolic-
kou a podobne nezaradené ostavaju rovnice s viacerymi nulami alebo s nulou a réznymi znamienkami.
Takymito rovnicami sa zaoberat nebudeme.

Typickych zastupcov vsetkych troch typov uz pozndme z tvodu. Laplaceova rovnica Au = 0
méa vSetky e, = 1, je teda eliptickd. VInova rovnica uy — Au = 0 mé pri premennej ¢ ¢islo ¢ =
1 a pri priestorovych premennych ¢ = —1, je hyperbolickd. Rovnica vedenia tepla us — Au = 0
neobsahuje druht deriviciu podla ¢asu, takze pri ¢t ma € = 0 a pri priestorovych premennych ¢ = —1,
je parabolickd. Samotné nazvy pochddzaji z kuzeloseciek. Pre n = 2 je krivka Q(\1, \2) = const pri
eliptickej rovnici elipsa a pri hyperbolickej hyperbola. Pri parabolickej rovnici sa z nej stane dvojica
rovnobeznych priamok a parabolu dostaneme, az ked v rovnici vedenia tepla u; — uz; = 0 nahradime
premennymi aj derivaciu prvého radu, A\ — A2 = 0.

Preco je toto delenie dblezité? Typ rovnice urcuje, ako sa spravaju jej rieSenia a aké podmienky k
nej prirodzene patria. V hyperbolickych a parabolickych rovniciach mé jedna premenné osobitné po-
stavenie: pri hyperbolickej rovnici je to premennd, pri ktorej mé e opacné znamienko ako pri ostatnych,
pri parabolickej premenna s € = 07. Tiito premennt stotoznime s ¢asom. Takéto rovnice opisuji vyvoj
v Case a prirodzene k nim patria pociatoéné podmienky. Eliptické rovnice nemajui ziadnu vyznacnii
premennii a opisuju stacionarne situicie, napriklad rovnovazne rozlozenie teploty alebo elektrostaticky
potencial. K nim patria okrajové podmienky. Ako velmi sa lisi spravanie rieSeni vlnovej rovnice a rov-

nice vedenia tepla, uvidime v kapitole 3, okrajovym tloham pre eliptické rovnice sa venuje kapitola 6.

"Aby i8lo naozaj o v§voj v &ase, musi v parabolickej rovnici vystupovat aspoii prva derivéicia podla tejto premennej,

ako u¢ v rovnici vedenia tepla. Inak by tdto premennd vystupovala len ako parameter.
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2.2 Klasifikacia rovnic v dvoch rozmeroch

Podla odhadu z predchadzajicej casti by sa v dvoch rozmeroch mala dat hlavnéd cast upravit nielen
v jednom bode, ale v celom okoli bodu. Teraz ukézeme, Ze to naozaj ide. Pre funkciu u(x,y) budeme
hlavni c¢ast zapisovat v tvare

b
Qllag + 2Ugy + Ciyy , A= (Z ) , (2.10)
C

kde a, b, ¢ si funkcie premennych z, y. Faktor 2 pri zmiesanej derivacii pochddza z toho, ze a2 =

as; = b. Hladdme stradnice X (z,y), Y (z,y), v ktorych bude mat matica hlavnej casti tvar

A:(T 0), =041, (2.11)

0 er

kde r je nenulova funkcia a hodnota € zavisi od typu rovnice. Po vydeleni celej rovnice funkciou r
dostaneme kanonicky tvar.

Typ rovnice v danom bode vieme zistit bez toho, aby sme maticu A diagonalizovali. Jej determinant
je sucin vlastnych cisel, takze je zadporny, ak majua vlastné ¢isla opacné znamienka, kladny, ak maja

rovnaké znamienko, a nulovy, ak je jedno z nich nulové. Plati teda

< 0 pre eliptickt rovnicu,
—det A =b* —ac{ =0 pre parabolickt rovnicu, (2.12)
> 0 pre hyperbolickd rovnicu.

Z transformacéného pravidla (2.7) navyse vidno, ze det A = (det.J)?det A, takZe znamienko vyrazu
b? — ac sa pri regularnej zédmene siradnic nemeni a typ rovnice nezavisi od toho, v akych stradniciach
ju zapiSeme. Vyraz b?> — ac je vSak vo vSeobecnosti funkciou x a y a jeho znamienko sa méze menit,
takze rovnica moéze byt v roznych castiach roviny rézneho typu. Typickym prikladom je Tricomiho
rovnica

YUgy + Uyy =0, (2.13)

ktora je elipticka pre y > 0 a hyperbolické pre y < 0. Pouziva sa ako model pridenia plynu rychlostou
blizkou rychlosti zvuku: tam, kde je prudenie podzvukové, je rovnica eliptickd, a tam, kde je nadzvu-
kové, hyperbolicka. Kanonicky tvar preto budeme hladat vzdy len v oblasti, v ktorej sa typ rovnice
nemeni.

Prvym krokom bude ndajst siradnice £(x,y), n(z,y), v ktorych ma matica hlavnej casti tvar

- 0 «
(), a1

teda z hlavnej casti zostane iba clen 2a ug,. K stiradniciam X, Y sa od nich dostaneme az potom. Pri
takejto zamene je
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a pre druhé derivacie dostaneme

Ugz = Uggf;% + 2u£n€w77:v + Umﬂ]?g + uégmc + UpNez (2-163)
Uzy = Uge&ay + ugy (5:67711 + fynx) + Uy + Uelay + UnNay (2.16b)
Uyy = “&55 + 2uen&yny + “7777775 + uelyy + Untyy - (2.16¢)

Posledné dva ¢leny v kazdom riadku obsahuju iba prvé derivacie funkcie u, takze do hlavnej casti
neprispievaji. Po dosadeni je koeficient pri uge rovny a&? + 2b&,&, + 055 a pri uy,, ten isty vyraz s

funkciou 1. Oba maja byt nulové, dostavame teda podmienky

a&l + 26,6y + c&; =0, (2.17a)
an’ + 2bngny + cn§ =0. (2.17Db)

Koeficient pri zmiesanej derivécii je potom 2a, kde

o= aln; +b (any + gynx) + cﬁyny . (2'18)

Obe podmienky (2.17) st té istd nelinedrna rovnica prvého radu, raz pre funkciu £ a raz pre 7. Jej
lava strana je charakteristicka forma (2.4) s premennymi A\; = &;, A2 = &, a preto ju moézeme vyriesit

ako kvadraticki rovnicu pre pomer &, /&,. Ak a # 0, dostaneme

B —bi\/bQ—acE
=&y

a

& (2.19)

a rovnaki rovnicu pre 7. (Ak a = 0, ale ¢ # 0, sta¢i vymenit lohy premennych z a y. Ak a = ¢ = 0,
ma rovnica hladany tvar uz od zaciatku.) Pre £ zoberieme jedno znamienko a pre n druhé; k tomu, ¢o

robit, ked obe riesenia splyvajui, sa esSte dostaneme. Mame teda rovnice

b+ Vb2 —ac bF Vb2 —ac
& = +fny

a

gl‘ 0 I 77a;

=0. (2.20)

To sa linedrne rovnice prvého radu, ktoré vieme riesit metédou charakteristik z kapitoly 1, a ich
rieSenfm dostaneme funkcie ¢ a 7. Funkcia & je konstantna pozdiz kriviek, pre ktoré dy/dx = (b +
Vb2 — ac)/a, a funkcia 7 pozdlz kriviek s opaénym znamienkom pri odmocnine. Obe rodiny kriviek
teda spliiaji rovnicu

ady?® —2bdrdy + cdx® =0 (2.21)

a nazyvame ich charakteristiky rovnice druhého radu (preco prave takto, uvidime na konci tejto
Casti). Hyperbolickd rovnica ma v kazdom bode dva rozne redlne smery charakteristik, parabolickd
jeden a eliptickd ziadny (jej charakteristiky si komplexné). Aby £ a n boli naozaj nové sturadnice,
musia byt nezévislé, teda &;my — &yny # 0. Ak b — ac # 0 a gradienty funkcii &, 7 st nenulové, je to
splnené, lebo podla (2.20) maji pomery &, /&, a 1, /ny rézne hodnoty.

Dalej postupujeme podla typu rovnice.

« Hyperbolicka rovnica, b> — ac > 0. Stiradnice &, 1 st redlne a rovnica méa v nich tvar 2o Ugp +

... =0. Aj tento tvar sa Casto povazuje za kanonicky a v kapitole 3 uvidime, Ze vinovii rovnicu
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je najvyhodnejsie riesit prave v nom. Ak chceme dostat diagonalnu maticu A, zostrojime z &, n

sturadnice . )
X=5E+n, Y=5(E-n). (2.22)
Kedze E =X +Y an=X—Y,je 0 = £(0x + 0y), 0y = 3(0x — dy), a teda
1
0y = ; (% - %) . (2.23)
Zamena je linedrna, preto pri nej nevznikni ziadne nové ¢leny s prvymi derivaciami. Hlavna cast
mé tvar §(uxx — uyy), takze r = a/2 a e = —1.

Elipticka rovnica, b?> — ac < 0. Odmocnina v (2.20) je imaginirna, rovnice pre ¢ a 7 maji
komplexne zdruzené koeficienty a ich riesenia mézeme zvolit komplexne zdruzené, n = €. Stali

teda vyriesit jednu z nich. Redlne stradnice X, Y potom dostaneme ako
1 1
X=5E+n) =Reg, YV =(~n)=Im¢. (2.24)
Teraz £ = X +14iY an= X —iY, takZe 0 = £(0x — idy), 9y = 1(0x +i0y) a

00, = i (% +%) . (2.25)

Hlavnéa cast ma tvar %(UXX +uyy), takze r = /2 a € = 1. Funkcia « je redlna, lebo pre n = f_

sa vyraz pre « pri komplexnom zdruzeni nemeni.

Pri eliptickej rovnici je tento postup len naértom. Rovnice (2.20) maji komplexné koeficienty
a metdda charakteristik z kapitoly 1 sa na ne priamo nevztahuje. Ak su koeficienty a, b, ¢
konstantné, rieSenia tychto rovnic Tahko uhddneme (pozri priklad nizsie), a ak st analytické, da
sa postup urobit korektne. Pre koeficienty, ktoré st len hladké, siradnice X, Y v okoli kazdého

bodu stéle existuji, dokaz si vSak vyzaduje ini a podstatne néroc¢nejsiu ivahu.
Parabolicka rovnica, b> — ac = 0. Obe rovnice (2.20) splyvaji do jednej,
aly + 05 =0, (2.26)

a mame len jednu rodinu charakteristik. Riesenie tejto rovnice zvolime za jednu zo sturadnic,
Y =&, takze koeficient pri uyy je nulovy. Za druhi stradnicu X zoberieme lubovolnd funkciu
premennych z, y, pre ktorta

aX2 4+ 26X, X, +cX] #0. (2.27)

Vdaka b* = ac je lava strana rovna (aX, + bX,)?/a, takZe podmienka (2.27) hovori, ze X nie
je konstantnd pozdiz charakteristik, a to je to isté ako poziadavka, aby boli X a Y nezavislé.

Zmiesany Clen pritom zmizne sdm od seba. Jeho koeficient je dvojnasobkom vyrazu
aX.Yy +b(X.Y, + X, Yo) + XY, = Xy (aYy +0Yy) + Xy (bY, +¢Yy) =0, (2.28)

kde sme vyuzili, ze aY; + bY, = 0 a pri ¢ = b?/a je aj bYy + c¥y, = %(an + bY,) = 0. Hlavna

Cast ma tvar ruyy, kde r je lavd strana (2.27), a e = 0.
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Pri prevadzani na kanonicky tvar si treba davat pozor na pripad, ked vztahy pre X, Y nie su
linedrne. Vtedy druhé derivicie stradnic v (2.16) prispeju k ¢lenom s prvymi deriviciami ux, wy.
Hlavna cast sa teda zjednodusi, ale nizsie ¢leny sa mozu skomplikovat, ako uvidime v druhej casti

nasledujiceho prikladu.

Priklad 17. Prevedte na kanonicky tvar nasledujice rovnice

Ugg + 2Ugy + DUy — 320 =0, (2.29)
YUy + ATYtgy + 22Uy, =0 . (2.30)
O

RieSenie. V prvej rovnici jea =1, b =1 a ¢ =5 (pozor na faktor 2 pri zmieSanej derivacii), takze
¥ —ac=1>-1-5=—4 (2.31)
a rovnica je eliptickd v celej rovine. Podla (2.20) dostdvame rovnice
&+ (1—-20) =0, ny+(14+2i)n, =0, (2.32)

ktoré maju riesenia
E=fly—(1=2i)z), n=g(y—(1+2i) (2.33)

s lubovolnymi funkciami f, g. Najjednoduchsou volbou je priamo

E=y—(1-2i)z, n=E&=y— (1+2i)z, (2.34)
z ktorej dostaneme
X=y—z, Y=2z. (2.35)
Pre derivacie potom plati
0, = X,.0x + Y, 0y = —0x + 20y , 6y = 0Ox (2.36)
a dalej
Opz = Oxx —40xy +40yy , Oy =0xx , Oz = —0Oxx +20xy . (2.37)

Dosadenim tychto vyjadreni do pévodnej rovnice dostaneme
duxx +4duyy —32u=0, +t.j. uxx +uyy —8u=0. (2.38)

Zamena je linedrna, preto sa ¢len bez derivicii nezmenil, a koeficient 4 zodpovedd r = «/2, lebo tu
a=8.

V druhej rovnici je a = y?, b = 2zy a ¢ = 22, takze
b2 — ac = 42%y? — 2%y? = 3222 . (2.39)

Mimo stiradnicovych osi je tento vyraz kladny a rovnica je tam hyperbolické. Na osiach je b2 —ac = 0,

rovnica je tam parabolickd, a v pociatku su vSetky koeficienty nulové a rovnica tam nie je druhého
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radu. Budeme preto pracovat v niektorom z kvadrantov, kde zy # 0. Podobne ako v predchadzajicom

pripade dostavame

z(2+3 z(2 -3
fm"’ ( )gy:()’ ﬁm+ ( )ny:O' (2'40)
Yy Yy
Charakteristiky prvej z tychto rovnic spliiaji dy/dz = (24+v/3)z [y, teda y dy = (2++/3)z dz, a funkcia

¢ je konstantna pozdlz kriviek y2? — (2 4 v/3)2? = const. Podobne pre 7. Najjednoduchsie riesenia st

1 1 1 1
E=oyt =52+ V32, =y’ -2 Vi), (2.41)
2 2 2 2
z ktorych
1
X=_9y>—2%, Y= —ﬁxQ : (2.42)

2 2
Jakobidn tejto zameny je XY, — X, Y, = V3 2y, zimena je teda regularna v kazdom kvadrante zv1ast,

presne tam, kde je rovnica hyperbolickd. Pre derivacie dostavame
Oy = —2x0x — 320y , 9, = ydx . (2.43)

Tentoraz je zamena nelinearna, a tak pri druhych derivacidch treba derivovat aj koeficienty x a y:

8yy =0x + y28XX , (2.44)
Opy = —22ydxx — V3rydxy , (2.45)
Opr = —20x — \/§6y + 4%26)()( + 4\/5%26)(}/ + 3$2(9yy . (2.46)

Tieto vztahy dosadime do p6vodnej rovnice. Cleny so zmieSanou deriviciou sa navzijom vyrusia a
dostaneme

322y % (uyy —uxx) + (2% — 20H)ux — V3y2uy =0 . (2.47)

Na rozdiel od prvej rovnice tu vznikli ¢leny s prvymi deriviciami, hoci p6vodnd rovnica ziadne nemala.
Ostéva vyjadrit x, y pomocou X, Y. Z (2.42) je
2 4

2 2 2

r=—-——7Y, =2X +22°=2X — —
va Y V3

takze v kazdom kvadrante je Y < 0 a X > 2Y/+/3. Rovnicu vydelime vyrazom 3z2y?, ktory je mimo

Y, (2.48)

osi nenulovy, a koeficienty pri prvych derivaciach prepiseme pomocou X, Y:

2 -2y 1 2 1 1

23 = - = + , (2.49)
3x?y 3y 3x 6X —4V/3Y  V3Y
sy 11 (2.50)
3x2y? V3z2 2V '
Kanonicky tvar druhej rovnice teda je
1 1 1

uyy — U + + ux + —uy =0. 2.51
e <\/§Y 6X4\/§Y> A 25

Koeficienty pri prvych derivacidch st singuldrne pre Y = 0 a pre 6X — 4v/3Y = 3y = 0, teda presne

na siradnicovych osiach, kde rovnica prestava byt hyperbolicka. |
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Este ukazeme, ako postup funguje pre parabolickti rovnicu. V tomto pripade sa nam podari najst

aj vSeobecné riesenie.
Priklad 18. Prevedte na kanonicky tvar rovnicu
Uy + 20Y Uy + YUy = 0 (2.52)
a najdite jej vSeobecné riesenie. O
RieSenie. Tu je a = 22, b = zy a c = 4?2, takze
b —ac=2?y? — 2%? =0 (2.53)

a rovnica je parabolickd v celej rovine okrem pociatku, kde si vsetky koeficienty nulové. Budeme

pracovat v oblasti x # 0. Rovnica (2.26) pre charakteristicki suradnicu mé tvar
:E2§x+:ny§y:() ;o bt w& +y6y =0. (2.54)

Charakteristiky spliiaju dy /dx = y/z, si to teda priamky y = C'x prechadzajice pociatkom, a funkcia
¢ je na nich konstantné. Najjednoduchsia volba je £ = y/x. Zvolime preto
X=z, V=2, (2.55)
x
Podmienka (2.27) je splnend, lebo aX£+2bX$Xy—|—ch2 = 22 # 0, a jakobian zdmeny je X, Y, — X, Y, =
1/x # 0. Na prepocet derivéicii pouzijeme (2.16) s X a Y namiesto £ a 1. Potrebujeme

y 1 2y 1
Xw::l, Ava:O7 Yx:_ﬁ’ YZ;’ wazﬁa me:_ﬁ, Yyy:(], (256)
vSetky druhé derivacie X si nulové. Dostaneme
2 2 2
Upy = UXX — % uxy + yj uyy + % uy (2.57)
x x x
1 Y 1
umy = ; uxy — E uyy — ﬁ uy , (2.58)
1
Uyy = ? uyy . (259)

Po dosadeni do rovnice sa vyrusia nielen ¢leny s uxy a uyy, ako to zarucuje vSeobecny postup, ale aj
¢leny s prvou derivaciou uy, hoci zamena je nelinedrna. Zostane iba

eTQUXX =0 y tJ uxx = 0. (2.60)

Tto rovnicu uz vieme vyriesit priamo. Dvojnasobnou integraciou podla X dostaneme u = f(Y) +
X g(Y) s lubovolnymi funkciami f, g, teda
Y Y
=r(Y AN 2.61
ute.y) = £ (4) + 29 (¥) (261)
Vysledok méa jednoduchi interpretaciu. Funkcia f(y/z) je homogénna stupnia 0 a x g(y/z) je ho-

mogénna stupnia 1. Rovnicu totiz moézeme zapisat pomocou operatora £ = x0, + y0, ako
Uy + 20y Uy + YPuyy = E(E — u =0, (2.62)

o ¢om sa lahko presvedéime rozpisanim E2. Pre homogénnu funkciu stupiia k plati Fu = kv (Eulerova

veta o homogénnych funkciach), a preto rovnicu spitia kazd4 homogénna funkcia stupna 0 alebo 1. W
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Vyznam charakteristik. Na zaver sa vratme k otézke, preco sa krivkdm (2.21) hovori charakte-
ristiky. Pri rovnici druhého réddu je prirodzené zadat na nejakej krivke v hodnotu riesenia aj jeho
derivaciu v smere normaly, podobne ako pri obycajnej diferencialnej rovnici druhého radu zadavame
polohu aj rychlost. Takej tilohe hovorime Cauchyho tloha. Pytame sa, ¢i tieto tidaje urcuju riesenie
v okoli krivky ~. Prvym krokom je zistit, ¢i z nich vieme vypocitat aspon derivacie rieSenia na samotnej
krivke.

Nech je krivka 7 zadand parametricky ako (z(s),y(s)). Zo zadanej hodnoty w na ~ poznidme
derivaciu v smere doty¢nice, du/ds = uzx’ + uyy’, a spolu so zadanou deriviciou v smere normaly tak
na y pozname obe prvé derivacie p(s) = u, a q(s) = uy. Ich derivovanim pozdiz krivky dostaneme dve

rovnice pre druhé derivécie a tretiu doda samotnd rovnica:

-T/Uoc:c + y/uxy = p/ s (263)
gy + y'uyy = ¢, (2.64)
AUzg + 20 Ugy + CUyy = F (2.65)

kde F' oznacuje nizsie cleny rovnice, ktoré na v uz poznadme. Je to ststava troch linedrnych rovnic pre

tri nezndme gy, Ugzy, Uyy s determinantom

vy 0
det | 0 2/ o/ | =ay?—2b2'y/ +ca™ . (2.66)
a 2b c

Ak je determinant nenulovy, si druhé derivicie na v zadanymi tdajmi uréené jednoznacne. D& sa
ukézat, ze potom derivovanim rovnice ur¢ime postupne aj vSetky vyssie derivacie. Determinant je vsak
nulovy préave vtedy, ked smer dotyénice (2, /) spliia rovnicu (2.21), teda ked sa v v danom bode dotyka
charakteristiky. Na charakteristike Cauchyho tidaje druhé derivacie neurcuji: siistava ma riesenie len
vtedy, ked st ddaje navzijom zviazané, a potom ich méa nekonecne vela. Druhé derivacie riesenia
preto moézu pri prechode cez charakteristiku skdkat. Je to presnd obdoba podmienky transverzality
z kapitoly 1, kde pociatocné krivka tiez nesmela mat smer charakteristiky. Treba vSak dodat, zZe
ani znalost vSetkych derivacii na v eSte nezarucCuje, Ze riesenie existuje. Pre analytické koeficienty
a analytické tidaje na necharakteristickej krivke to v jej okoli zarucuje Cauchyho-Kovalevskej veta
spominana v tuvode.

Pozrime sa, ¢o to znamend pre nase tri modelové rovnice. Pre vlnovi rovnicu uy — ¢z, = 0 ma
rovnica (2.21) v premennych (z,t) tvar dz? —c2dt? = 0, charakteristiky st teda priamky x=+ct = const.
Priamka ¢ = 0 nie je charakteristikou, a preto na nej mdzeme nezavisle zadat w aj u;. Navyse v
kapitole 3 uvidime, Ze nespojitosti po¢iatoénej podmienky sa §iria préave pozdlz charakteristik. Pre
rovnicu vedenia tepla u; — Uz, = 0 dostaneme dt?> = 0, takZe charakteristikami st priamky ¢ = const
a pociatocna priamka ¢t = 0 je sama charakteristikou. Hodnoty w a wu; na nej preto nemoézeme zadat
nezavisle, lebo rovnica z u(z,0) priamo uréi uy = ug,. To je dovod, preco k rovnici vedenia tepla
patri iba jedna pociatoénd podmienka. Eliptické rovnice redlne charakteristiky nemaju, takze z tohto

pohladu je kazda krivka vhodna. Ukaze sa vsak, ze Cauchyho tloha pre ne nie je dobre polozena,
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lebo riesenie velmi citlivo zavisi od tdajov (Hadamardov priklad v kapitole 6). Prirodzené st pre ne

okrajové podmienky na celej hranici oblasti.
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3 VlInova rovnica a rovnica vedenia tepla v jednom rozmere

V kapitole 2 sme videli, ze typ rovnice druhého radu do velkej miery urcuje, ako sa spravaju jej riesenia
a aké podmienky k nej patria. V tejto kapitole to uvidime na dvoch najjednoduchsich predstaviteloch,
na hyperbolickej vinovej rovnici a na parabolickej rovnici vedenia tepla v jednom priestorovom rozmere.
Obe najprv odvodime z jednoduchych fyzikdlnych modelov, retiazky telies spojenych pruzinkami a
tenkej tycCe, a potom ich vyriesime na celej priamke, na polpriamke a na intervale. Vlnova rovnicu
rieSime pomocou charakteristik, ¢o vedie na d’Alembertov vzorec, a rovnicu vedenia tepla Fourierovou
transformaciou, ¢o vedie na Poissonov vzorec. V ¢asti 3.3 obe rieSenia porovname pre t1 istt pociatocnii
podmienku a v Casti 3.4 sa pozrieme na to, na akych krivkach v rovine (z,t) moézeme tdaje zadavat.
V celej kapitole ponechdme rychlost Sirenia vin ¢ aj teplotni vodivost k véeobecné, aby bolo vidno ich
fyzikalny vyznam a rozmery. Vysledky budi vzorom pre kapitolu 5, kde tie isté rovnice vyriesime vo

viacerych rozmeroch, a pre Fourierovu metédu v kapitole 7.

3.1 Vlnova rovnica v jednom rozmere

Vlnova rovnica
U — gy = 0 (3.1)

je pre spojité prostredia tym, ¢im je harmonicky oscilator pre stustavy castic. Z teoretickej mechaniky
vieme, ze malé kmity Tubovolnej stistavy okolo stabilnej rovnovaznej polohy opisuju linedrne rovnice,
lebo potencidlnu energiu staci rozvinit do druhého radu vo vychylkach, a ststava sa potom rozpadne
na nezavislé harmonické oscilatory. Rovnaka tivaha pre spojité prostredie, v ktorom na seba posobia iba
susedné casti, vedie k linedrnej rovnici pre vychylku u(zx, t) a v najjednoduchsom pripade homogénneho
prostredia je to prave vlnové rovnica. Dostaneme ju pre kmity struny, pozdlzne vlny v tyéi aj zvuk v
plyne. V troch rozmeroch, kde u,, nahradi Au, ju z Maxwellovych rovnic dostaneme aj pre elektrické
a magnetické pole vo vakuu a ¢ je potom rychlost svetla. Stvislost s oscilatorom je aj celkom priama.
V kapitole 7 uvidime, Ze kmity struny koneénej dlzky st superpoziciou médov, z ktorych kazdy kmité
ako harmonicky oscilator so svojou frekvenciou. Spojité prostredie je teda v istom zmysle stustava
nekonecne vela oscilatorov a ich kvantovanim dostaneme fonény alebo fotény.

V tejto ¢asti vlnovi rovnicu najprv odvodime pre jednoduchy model, na ktorom vidno ttto stivislost

priamo, a potom ju vyriesime, najprv na celej priamke a potom na polpriamke a na intervale.

3.1.1 Odvodenie vlnovej rovnice

Modelom pruzného prostredia bude retiazka N telies s hmotnostou m spojenych pruzinkami s tuhos-
tou k, teda ststava viazanych harmonickych oscildtorov. Retiazka ma dizku L, susedné telesa st v

rovnovahe vo vzdialenosti a = L/N a to je aj pokojova dizka pruziniek.
Pozdizne vlny. Ozna¢me un (t) vychylku n-tého telesa z rovnovaznej polohy v smere retiazky. Pru-

zinka medzi telesami n a n+1 je predizend o Un+1—Up & tahd teleso n k telesu n+1 silou k(w41 —up).

Pruzinka na druhej strane je predlzena o u,, —u,—1 a tahd ho opa¢nym smerom, takze pohybova rovnica
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je

My, =k (Unt+1 — Un) — k (Up — Up—1) . (3.2)
Zavedieme pomerné rozdiely
/ /
U —u Uy — Uy U — 2Up + Uy
U% _ n+1 n : u;{ _ M n—1 _ n+1 2n n—1 : (33)

a a a

ktoré si oznaCené tak, aby pripominali derivicie. Rozdiel u/, je relativne predlzenie pruzinky medzi

/

telesami n a n 4+ 1, a preto patri bodu medzi nimi. V druhom rozdiele od neho odé¢itame w;,_;,

porovnavame teda prediZenia pruziniek po oboch stranich telesa n a vysledok je symetricky okolo
tohto telesa. S linedrnou hustotou retiazky Ao = m/a mé pohybova rovnica tvar

_ka /)

= — U, - 3.4
o (3.4)

Un,
Vyznam siéinu ka uvidime, ked celt retiazku natiahneme silou F. Kazda pruzinka sa predizi o
Aa = F/k a celd retiazka o AL = NAa, a preto

Aa AL

Stéin C' = ka je teda konstanta imernosti medzi silou a relativnym predizenim, ktorej hovorime tuhost

v tahu. Pre ty¢ s prierezom S je C' = ES, kde E je modul pruznosti v tahu (Youngov modul). Na
rozdiel od k nezévisi od toho, na kolko kuskov retiazku rozdelime.

Teraz urobime limitu N — oo, v ktorej sa L, C' ani Ag nemenia, aby mala retiazka stale rovnaku

dizku, hmotnost aj tuhost v tahu:

L C

a:N—>0, m = Aoa — 0, k::g—>oo. (3.6)

Namiesto N funkcii u,(t) potom vychylku retiazky opisuje jedna funkcia dvoch premennych u(z,t),

ktora v bode x = na nadobida hodnotu u,(t). Pomerné rozdiely pre a — 0 prejdi na derivacie,

il = u(x + a,t) —u(z,t) Sy, = u(x + a,t) — 2u(a;,t) +u(x — a,t) O (37)
a a

a pohybové rovnica sa zmeni na vlnovi rovnicu

C
U = gy , ¢ =—. (3.8)

Prie¢ne vlny. Pri priecnych vindch kmitaju telesd kolmo na smer Sirenia, takze u,, teraz oznacuje
vychylku n-tého telesa kolmo na retiazku. Retiazka musi byt napnuta silou 7', teda pruzinky su
natiahnuté uz v rovnovahe a kazda faha oba svoje konce silou 7. Bez napétia by bola prie¢na sila
Umernd tretej mocnine vychyliek a v linedirnom priblizeni by sme ziadne vlny nedostali. Nech a a 8

st uhly sklonu spojnic telies n — 1, n a n, n + 1 (obrézok 13). Prie¢na sila posobiaca na teleso n je

potom T'sin 3 — T'sin a. Pre malé vychylky je sin 8 ~ tan 8 = u/, a sina = tana = u},_1, pozdlzne
zlozky sil sa v tomto priblizeni vyrusia a dostdvame
miin, =T (u, —up,_q) = Taul . (3.9)

Po vydeleni m = A\ga a v limite N — 0o je to opit vInova rovnica, tentoraz s ¢ = T'/\o.

46



n—1 n n+1

Un41

Un—1

a

Obr. 13: Priecne kmity napnutej retiazky. Telesd n — 1, n, n + 1 s vychylené z rovnovaznych poloh
(bodkované zvislé priamky) o up—1, Un, tnt1. Pruzinky tahaja teleso n silami velkosti 7' smerom k

susednym telesdm, o a 8 st uhly sklonu spojnic teliesn — 1, n a n, n + 1.

3.1.2 d’Alembertov vzorec a Duhamelov princip

Najprv najdeme vSeobecné riesenie vlnovej rovnice (3.1) na celej priamke, x € R. Poc¢iatoénymi pod-
mienkami sa budeme zaoberat az potom. K vSeobecnému riesSeniu sa da dostat niekolkymi spdsobmi
a ukadzeme si dva z nich.

VInova rovnica je hyperbolicka a jej charakteristiky si podla casti 2.2 priamky x 4+ ¢t = const.
Tam sme tiez videli, ze v stradniciach, ktoré st pozdiz charakteristik konstantné, zostane z hlavnej

Casti hyperbolickej rovnice iba zmiesana derivacia. Zavedieme preto siradnice
E=x+ct, n=x—ct. (3.10)
Podla pravidla pre derivaciu zloZenej funkcie je
w = c(ug —uy) , Uy = ue + Uy (3.11)

a dalsim derivovanim dostaneme

u = ¢ (uge — 2ugy + Uyy) (3.12a)
Ugz = Uge + 2Ugy + Uy - (3.12Db)

Rovnica (3.1) tak prejde do tvaru
—4c*ugy =0 . (3.13)

Z rovnice ug, = 0 vyplyva, Ze ug nezavisi od 7, teda je funkciou iba premennej &. Dalsou integraciou

podla ¢ dostaneme vseobecné riesenie

w(&n) =g1(6) +g2(n) =  u(z,t)=gi(x+ct) + go(x —ct) , (3.14)

kde g1 a go st Iubovolné dvakrat spojite diferencovatelné funkcie jednej premennej. Clen go(x — ct)
je profil, ktory sa bez zmeny tvaru postva rychlostou ¢ doprava, a ¢len gi(x + ct) sa rovnako postva

dolava.
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Druhy sp6sob vyuziva to, ze vlnovy operator sa da rozlozit na sicéin dvoch operatorov prvého radu,

0?2 — 202 = (0; — ¢0y) (0 + cOy). Rovnicu (3.1) teda mdzeme prepisat na dve rovnice prvého radu
(Or—cOx)v=0, (Or+cOz)u=0v (3.15)

a kazdi z nich vyriesift metdédou charakteristik z kapitoly 1. Prva vyriesime hravo. Jej charakteristiky
st dané rovnicami

t=1, &#=-c = x4+ ct=const, (3.16)

a kedze pravé strana je nulovd, je v pozdlZ nich konstantna. RieSenim je teda v(z,t) = gi(z + ct) s

lubovolnou funkciou g;. Po dosadeni do druhej rovnice dostaneme
(O + cOz) u = g1(z + ct) . (3.17)

Jej charakteristiky st priamky x — ¢t = 1 = const a pozdiz nich sa menf iba stiradnica E=x+ct. V
stradniciach (3.10) je 0y 4 cO, = 2¢O, takze

2c0u=q1(§) = wu= 216/05591(5) +92(n) = g1(§) + 92(n) , (3.18)

kde ¢; je primitivna funkcia k g1 /(2¢). Dostali sme to isté rieSenie ako prvym sposobom.

Teraz pridame pociatocné podmienky, teda budeme riesif Cauchyho tlohu. Okrem rovnice
U — gy =0, z€ER, (3.19)
mame zadanu pociato¢ni hodnotu a pociatocni derivaciu podla casu
u(z,0) = ¢(x) , w(x,0) =19(z) . (3.20)

Potrebujeme teda najst funkcie g1 a go, pre ktoré vSeobecné riesenie (3.14) tieto podmienky spliia. Pre

vSeobecné riesenie je
u(@,0) = g1(z) + g2(z) ,  w(@,0) = cgi(x) — cgh() - (3.21)

Prva podmienka teda priamo urcuje sicet g1 + go. Druhti podmienku vydelime ¢ a zintegrujeme od 0

po x, ¢im dostaneme rozdiel g; — go:

B0+ 02(0) = 60) 1(0) = gal0) = = [ ds(s) + 02(0) — 2(0) (322)

7 tychto dvoch rovnic vyjadrime
@) = 50) + 5o [ dsis) + 5 (91(0) — 9200)) (3.23)
() = 50(@) — 5 [ ds ()~ 5 @1(0) ~ ga(0)) - (321

Po dosaden{ do u(z,t) = g1(z + ct) + g2(x — ct) sa konstanty 3 (g1(0) — g2(0)) navzajom vyrusia a

rozdiel dvoch integralov od nuly sa spoji do jedného. Dostavame

(6(x + ct) + d(@ — cb)] + — / s w(s) (3.25)

2¢c Jp—ct

(NN

u(x,t) =
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Tomuto vztahu sa hovori d’Alembertov vzorec. Aby bola funkcia (3.25) dvakrat spojite diferenco-
vatelnd, a teda naozaj riesenim, staci, aby ¢ € C*(R) a ¢ € C*(R).

Z d’Alembertovho vzorca vidime, Ze rieSenie v bode = a ¢ase t zavisi od hodnot ¢ iba v dvoch
bodoch z+ct a od hodndt ¢ iba na intervale medzi tymito bodmi. St to body, v ktorych charakteristiky
prechddzajice bodom (z,t) pretinaji priamku ¢ = 0 (obrdzok 14). Intervalu [z — ct, z + ct] hovorime
oblast zavislosti bodu (z,t). Ak poc¢iatocné podmienky mimo neho akokolvek zmenime, riesenie v

bode (z,t) sa nezmeni.

® (0 o}

& » x
xr—ct x4+ ct

Obr. 14: Oblast zavislosti bodu (x,t). Charakteristiky prechddzajice tymto bodom pretinaji priamku
t = 0 v bodoch z + ct. RieSenie v bode (x,t) zavisi od hodnét ¢ v tychto dvoch bodoch a od hodnot

1 na intervale medzi nimi (Cervend usecka).

Na tu ista vlastnost sa moézeme pozriet aj z opacnej strany. Pociato¢né podmienky v bode zg
ovplyvnia riesenie v ¢ase t iba v bodoch, pre ktoré |z —xg| < ct. Tejto oblasti medzi charakteristikami
x = x0 £ ct hovorime oblast vplyvu bodu zy. Ak si teda pocdiatoéné podmienky nenulové iba na
intervale [a,b], v Case t je rieSsenie nenulové nanajvys na intervale [a — ct,b + ct]. Porucha sa Siri
rychlostou najviac ¢, ¢o pri vinach ocakavame. Na konci kapitoly uvidime, ze rovnica vedenia tepla sa
v tomto ohlade sprava diplne inak.

Medzi oboma pociatoénymi podmienkami je pritom rozdiel. Hodnota ¢(z() sa v rieSeni v bode x
prejavi iba v okamihoch, ked |z — z¢| = ct, teda ked do bodu x dorazi jedna z dvoch charakteristik
vychédzajucich z bodu zg. Hodnota 1 (xo) sa naopak prejavi vo vSetkych ¢asoch t > |z — zg|/c. Ak
napriklad strunu, ktora je v pokoji, na kratkom tseku udrieme, je ¢ = 0 a 1/ je nenulova iba na tomto
useku. V bode x mimo tseku sa porucha objavi v ¢ase, ked k nemu dorazi, ale po jej prechode sa

struna do povodnej polohy nevrati. Ked uz interval [z — ct, x + ct] obsahuje cely usek, je

/ ds (s (3.26)

takze struna ostane posunuta o konstantu a vlna za sebou necha stopu. V kapitole 5 uvidime, ze v
dvoch priestorovych rozmeroch necha vlna za sebou podobni stopu, kym v troch rozmeroch prejde
porucha kazdym bodom za koneény cas a za niou je opat pokoj. V tomto zmysle plati v troch rozmeroch
Huygensov princip, v jednom a v dvoch nie.

Ak je pociato¢nd rychlost ¢ nulova, ostane z d’Alembertovho vzorca iba prvy ¢len. Podiatoény profil
sa teda rozdeli na dve polovice, z ktorych jedna sa rozbehne rychlostou ¢ dolava a druha rovnakou

rychlostou doprava (obrazok 15).
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u(z,0) u(z,t)

:
’

! —ct

Obr. 15: Riesenie vinovej rovnice s nulovou pociato¢nou rychlostou, v = 0. Vlavo pociato¢ny profil
¢, vpravo riesenie v Case t, ked sa jeho dve polovice uz oddelili. Kazda z nich ma polovi¢nu vysku a

pohybuje sa rychlostou ¢, Tavé dolava a prava doprava.

Na tom istom obrazku vidno este jednu vlastnost. Poc¢iato¢ny profil ma zlomy, teda body, v ktorych
¢ nema derivaciu, a tieto zlomy sa prestuvaju spolu s profilom po charakteristikdch. Vo vseobecnosti, ak
su ¢ a ¥ hladké vSade okrem bodu zg, je riesenie hladké vSade okrem dvoch charakteristik x & ct = xg
vychadzajucich z bodu (zg,0) a singularita poc¢iatoénych podmienok (skok funkcie alebo niektorej
jej derivécie) sa $iri po nich. Presne to sme ocakdvali na konci ¢asti 2.2: derivicie rieSenia mozu byt
nespojité iba pri prechode cez charakteristiku, a nespojitosti pociatoénych podmienok sa preto Siria
prave po charakteristikdch. Takato funkcia nie je vSade dvakrat diferencovatelna, takze rovnicu v
doterajSom zmysle spfﬁa iba mimo tychto charakteristik. V kapitole 4 uvidime, ze v zmysle distribucii
je rieSenim aj na nich (priklad 33), a v kapitole 5 budi méoct byt distribiiciami aj samotné pociatocné
podmienky.

Cauchyho tloha pre vlnovi rovnicu ma teda riesenie, ktoré je dané d’Alembertovym vzorcom, a
iné riesenie neexistuje. Kazdé dvakrat spojite diferencovatelné riesenie vlnovej rovnice mé totiz tvar
(3.14) a pociatoéné podmienky urcia funkcie g; a go az na konstantu, ktord sa vo vysledku vyrusi.
Riesenie navyse spojite zavisi od pociatoénych podmienok. Ak sa dve dvojice pociato¢nych podmienok
litia malo, napriklad |¢(z) — ¢(z)| < € a [1(z) — ¥ (z)| < & pre vietky z, z d’Alembertovho vzorca pre

rozdiel zodpovedajicich rieseni dostaneme

1 1 x+ct

lu(z,t) —a(z,t)| < = (e +e)+ —

5 dse=(1+1t)e. (3.27)

2¢ Jo—ct
Na kone¢nom ¢asovom intervale sa teda liSia mélo aj rieSenia. Ulohe, ktord m4 rieSenie, toto rieSenie
je jediné a spojite zavisi od zadanych udajov, hovorime dobre poloZena (v zmysle Hadamarda). Pri
fyzikalnej tlohe je to prirodzena poziadavka, lebo pociatoéné podmienky poznadme vzdy len s nejakou
presnostou. Na konci ¢asti 2.2 sme spomenuli, ze Cauchyho tloha pre eliptické rovnice dobre polozend
nie je, a priklad uvidime v kapitole 6.

Jednoznacnost sa da ukazat aj inak, bez toho, aby sme poznali tvar riesenia, a tento sposob ma

Sirsie pouzitie. Pre rieSenie vlnovej rovnice zavedieme

2/ da: ut + u ) . (3.28)

Pre retiazku z predchadzajtcej casti je A\gE jej celkova energia. Hustota kinetickej energie je totiz l)\ou?

a hustota energie pruzin je %Cu ¢o je vdaka ¢ = O/ )¢ to isté ako 1)\oc2u (pri prie¢nych vlnach je
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namiesto C' napétie T'). Predpokladajme, zZe rieSenie je v kazdom cCase nenulové iba na ohrani¢enom
intervale, ¢o podla predchadzajtcich odsekov plati napriklad vtedy, ked st také pociatoéné podmienky.

Potom

dE o [ee] o0
= / dx (ututt + c2uxuxt> = c2/ dx (Uptgy + Ugtgy) = 62/ dz 0y (ugug) =0,  (3.29)

E — 00 —0o0

kde sme v druhom kroku vyuzili rovnicu a posledny integral je nulovy, lebo usu, je mimo ohrani¢eného
intervalu nulové. Energia sa teda zachovdva. Ak si u a @ dve rieSenia s rovnakymi pociatoénymi
podmienkami, ich rozdiel w = w — @ riesi vlnovil rovnicu s nulovymi pociato¢nymi podmienkami.
Jeho energia je v ¢ase t = 0 nulovd, a preto je nulova stéle. Integrand v (3.28) je nezéporny, takze
wy = w, = 0 vSade, funkcia w je konstantnd a z pociatoc¢nej podmienky w = 0.

Vypocet nepotreboval tvar riesenia, iba to, Ze okrajovy ¢len wu;u, vypadne. Funguje preto aj na
ohrani¢enom intervale, ak je koniec struny ukotveny (u = 0, a teda u; = 0) alebo volny (u, = 0), a
vo viacerych rozmeroch, kde sa 0, (usu,) zmeni na divergenciu V- (utﬁu) Predpokladu, ze riesenie
je nenulové iba na ohrani¢enom intervale, sa da zbavit tak, Ze energiu nepocitame na celej priamke,
ale iba na intervale [zg — c(to — t), 20 + c(to — t)], ktory sa s rasticim ¢asom zmensuje rychlostou ¢
z kazdej strany. Podobny vypocet ukaze, ze energia v nom nerastie. Z toho vyplyva jednoznacnost
bez akychkolvek predpokladov o spravani v nekonecne a nezavisle od d’Alembertovho vzorca aj to, ze
porucha sa siri rychlostou najviac c.

Budeme teraz hladaf riesenie nehomogénnej rovnice s rovnakymi pociato¢nymi podmienkami,

U — gy = f(z,t), z€R, (3.30a)
u(z,0) = ¢(z) , (3.30D)
u(z,0) = () . (3.30c)

Plan ttoku bude takyto: rieSenie rozdelime na dve ¢asti, u = u? + v, tak, aby platilo

ué - CQUﬁm =0, Vit — szxm = f(xvt) )
A 0)= o), a o(,0) =0, (3:31)
uf (z,0) = ¥(z) vi(2,0) =0

Rovnica aj poéiatoéné podmienky st linedrne, takze stucet u 4+ v potom riesi povodni tlohu. Funkciu
u? déva d’Alembertov vzorec (3.25), ostdva teda najst v.

Pri hladani v nam pomdze jednoznacnost rieSenia. Ak ndjdeme nejaké riesenie, hoci aj uhddnutim,
mozeme s Cistym svedomim skoncif, lebo iné riesenie neexistuje. Rozdiel dvoch rieseni tlohy pre
v totiz spliia homogénnu vlnovd rovnicu s nulovymi podiatoénymi podmienkami, a preto je podla
d’Alembertovho vzorca nulovy.

Funkciu v ndjdeme dvoma réznymi spésobmi. Prvy vychadza z fyzikalnej predstavy. Ak u opisuje
vychylku retiazky alebo struny z predchadzajicej ¢asti, zodpovedda prava strana vonkajsej sile, ktora
na fiu posobi. Presnejsie, f je sila na jednotku dizky vydelend linedrnou hustotou g, teda zrychlenie,
ktoré tato sila udeluje. Rozdelme ¢as na kratke intervaly dizky Ar. Pocas intervalu okolo ¢asu 7 zmenf

sila rychlost struny o f(z, 7)AT, ale jej vychylku za taky kratky cas takmer nezmeni. M4 teda rovnaky
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ucinok, ako keby sme strune v ¢ase 7 okamzite pridali rychlost f(z,7)A7 a dalej ju nechali kmitat
volne. Kazdy takyto impulz vysle volnd vlnu a vdaka linearite je vysledna vychylka stiétom vin od
vsetkych impulzov pred ¢asom t. V limite A7 — 0 sa stcet zmeni na integral.

Zadefinujeme preto pomocnu funkciu U(x,t, 7), ktord pre kazdé pevné 7 riesi homogénnu vinova

rovnicu s pociatoénymi podmienkami zadanymi v case t = 7:

Uyt — Uz = 0, (3.32a)
U(z,7,7)=0, (3.32D)
Uz, 1,7) = f(z,7) . (3.32¢)

Riesenie ndjdeme hravo d’Alembertovym vzorcom, v ktorom cas ¢t nahradime ¢asom ¢t — 7, ktory

uplynul od zadania poéiatoénych podmienok:

1 T4c(t—T)
Uz, t, )= 2—0/7 - ds f(s,7) . (3.33)

Impulz pocas krétkeho intervalu dr okolo ¢asu 7 vysle vlnu U (z,t, 7) dT a siétom cez vSetky impulzy

pred casom t dostaneme kandiddta na riesenie,

o(z, t) = /Ot drU(z,t,7) . (3.34)

Fyzikdlna tvaha nie je dokaz, preto to overime dosadenim. Predpokladame pritom, ze f je spojite
diferencovatelnd, aby sme mohli derivovat pod integralom. Pri derivovani podla t treba derivovat aj

hornd hranicu integralu, takze
t ¢
(s t) = Ul t, 7)., + / dr Uy, t,7) = / dr Uy(z, t,7) | (3.35)
0 0

lebo prvy ¢len je podla druhej podmienky v (3.32) nulovy. V ¢ase t = 0 je interval integracie prazdny,
preto v(z,0) = 0 aj vs(z,0) = 0. Funkcia v teda spliia poéiatoéné podmienky z (3.31) a ostdva ukézat,

7e splita aj rovnicu. Dalim derivovanim dostaneme
t t
vy = Up(x,t,7)|, +/ dr Uy (z,t, 1) = f(x,t) +/ dr Uy (z,t,7) , (3.36)
0 0

¢ ¢
gy = 02/ dr Uge(z,t,7) = / dr Uy(x,t,7) , (3.37)
0 0

kde sme v prvom riadku vyuzili tretiu podmienku v (3.32) a v druhom samotnd rovnicu pre U.
Od¢itanim dostaneme
Uit — gy = f (3.38)

a vyhlasujeme prvé vitazstvo. Tomuto postupu sa hovori Duhamelov princip: rieSenie nehomogénnej
rovnice s nulovymi pociatoé¢nymi podmienkami poskladdme z rieseni homogénnej rovnice, ktorych
pociatoéné podmienky v ¢ase 7 urcuje prava strana f(z, 7).

Rovnaky postup pozndme z mechaniky. Vyniteny oscilator G + w?q = f(t), ktory je na zaciatku v

pokoji, ¢(0) = ¢(0) = 0, m4 rieSenie

q(t) = /Otdrsm‘*’((j_ﬂf(r) . (3.39)
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Vyraz f(7)sinw(t —7)/w je pohyb volného oscilatora, ktory v ¢ase 7 prechadza rovnovaznou polohou
rychlostou f(7). Hré teda tlohu funkcie U a riesenie je opét sti¢tom odoziev na jednotlivé impulzy
f(r)dr.

Druhy spésob, ako najst v, je priamy vypocet. V suradniciach (3.10) maji druhé derivicie tvar

(3.12), takze rovnica pre v bude mat tvar

1
ven = — 12 f (&) (3.40)

kde f(&,n) je funkcia f vyjadrend v novych premennych. Poc¢iatoéné podmienky st zadané na priamke
t = 0, ktorej v novych stradniciach zodpovedd priamka n = £. Prva z nich teda hovori, 7Ze v(s,s) =0
pre vSetky s. Kedze v(x,0) = 0 pre vsetky z, je na tejto priamke nulova aj derivicia v, a spolu s
druhou podmienkou dostdvame
Usleo = Ve + vy =0, = (s, 8) =vy(s,5) =0. (3.41)
Vt|y—g = cve — cvpy =0
Na priamke 1 = £ je teda nulova funkcia v aj obe jej prvé derivacie.
Rovnicu (3.40) teraz explicitne zintegrujeme. RieSenie nis zaujima v bode (xg, o), ktorému v
novych stradniciach zodpoveda bod (§y,m0) = (xo + cto, xo — ctp). Integrovat chceme tak, aby lava
strana dala v(&p, o), a dolné hranice integralov preto zvolime na priamke n = £, kde pozname v aj jej

derivécie. Najskor pri pevnom £ integrujeme podla n od n = £ po no:
7o
¢ dﬁ”ﬁn(fﬂ]) = 06(5,770) - U§(§7€) = U&(&UO) . (342)

Potom integrujeme podla £ od ng po &o:
&o
d€ ve(€,m0) = v(&0,m0) — v(10,M0) = v(€0,M0) - (3.43)
u

Na lavej strane sme tak dostali rieSenie v bode (&p,70). To isté urobime s pravou stranou. Prva

integracia da

1 10 1 3
gz wren =g [anren (3.44)
a po druhej dostaneme
1 o 13
lo.m) = gz [ ae [ an s (3.45)

Uz si len treba ujasnit, ako vyzerd integracnd oblast (obrazok 16), a vrétit sa k premennym z, t.
Oblast g < n < & < & je trojuholnik, ktorého zdkladna lezi na priamke ¢t = 0 (teda n = &) a

boc¢né strany su charakteristiky n = ny a £ = £ prechddzajice bodom (zg,t). Integraéné premenné

v pdvodnych siradniciach ozna¢ime (s, 7), aby sa nepomiesali s bodom (zg, tg). Trojuholnik je v nich

opisany nerovnostami 0 < 7 <ty a xg — c(to — 7) < s < 9 + ¢(top — 7). Pri zdmene premennych este

det (&) = det (1 ¢ > = —2c, (3.46)

potrebujeme jakobidn

(s, 7)
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52 (w0, to)

§=m,

Mo \

Ui

Obr. 16: Integracnd oblast v siradniciach £ = x+ct, n = x—ct. Modré priamky so Sipkami st osi € a 7.
Priamky £ = const st rovnobezné s osou 7 a priamky 1 = const s osou &, bodkované tsecky ukazuju,
ako sa na osiach od¢itaju stradnice. Sivy trojuholnik pod bodom (z,tp) je oblast g < n < & < &.

Pri pevnom £ integrujeme podla n po cervenej tisecke od 1 =19 po n = &.
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z ktorého vyplyva d€ dn = 2cds dr. Ak napokon bod (z,tp) premenujeme spat na (z,t), dostaneme

T+c(t—T)
v(z,t) 20/ dT/ dsf $,T) . (3.47)

To isté dostaneme, ked do (3.34) dosadime funkciu U, takze oba sposoby vedu k rovnakému vysledku.
Riesenie nehomogénnej tlohy je teda st¢tom d’Alembertovho vzorca (3.25) a vysledku (3.47),

u(z,t) = = [p(z + ct) + p(x — ct)] 2 /Hd ds(s 2 / dr /Hm K ds f(s,7) . (3.48)

| =

Riesenie v bode (z,t) preto zavisi od hodndt ¢ v bodoch z + ct, od hodnét ¢ na intervale medzi nimi
a od hodndt f v celom trojuholniku pod bodom (z,t), ktory ohrani¢uji charakteristiky prechadzajtce
tymto bodom. Pri nehomogénnej rovnici je teda oblastou zavislosti bodu (z,t) cely tento trojuholnik
(obrazok 17).

o (s ¢
¢ » x
xr—ct x4+ ct

Obr. 17: Oblast zavislosti bodu («,t) pri nehomogénnej rovnici. Riesenie v bode (z, t) zavisi od hodnot
¢ v bodoch x =+ ct, od hodndt ¥ na intervale medzi nimi (¢ervend tsecka) a od hodnét f v celom sivom

trojuholniku.

Priklad 19. Nijdite rieSenie tlohy

Uy — dUgy = COST (3.49)
u(z,0) = 22 | (3.50)
ut(x,0) = sin 2z . (3.51)
O
Vysledok.
1 1
u(z, t) = 2% + 4% + 1 sin(4t) sin(2x) + 1 (cosx — cosxcos2t) . (3.52)

3.1.3 VlInova rovnica na polpriamke a na intervale

Doteraz sme riesili dlohu na celej priamke, x € R. Pozrime sa teraz, ¢o sa zmeni, ked sa obmedzime
na kladné x. K pociatoénym podmienkam potom pribudne podmienka, ktord hovori, ako sa riesenie
sprava na hranici x = 0. Pri strune je to zrejmé: pohybova rovnica plati iba pre body struny a ¢o robi

jej koniec, musime zadat zvlast.
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Zacéneme najjednoduchsim pripadom, ukotvenym koncom. Riesime teda tlohu

Ut — Cugg =0, >0, (3.53a)
u(z,0) = é(z) , (3.53b)
u(z,0) = Y(x) , (3.53¢)

u(0,) =0 . (3.53d)

Okrajovej podmienke, ktord zaddva hodnotu riesenia na hranici, hovorime Dirichletova. Ulohu vyrie-

sime fintou. Pociato¢né podmienky neparne predlzime na celd priamku,

o(x), >0,
o(x) = 0, z=0, (3.54)
—¢(—x), <0,

a rovnako z 1) urobime 1. Nech v riesi vlnov rovnicu na celej priamke s poéiatoénymi podmienkami
v(x,0) = ¢(z), vi(r,0) = (x). Funkcia —v(—z,t) riesi t1 istd Cauchyho tlohu, a preto sa podla
jednoznacnosti rovnd v(z, t). RieSenie v je teda v kazdom ¢ase neparne v premennej z, a preto v(0,t) =
0. Riesenie povodnej tlohy dostaneme ako ztuzenie v na kladné x.

Funkciu v dédva d’Alembertov vzorec (3.25). Pre x > ct lezia oba body x + ¢t na kladnej polpriamke

a vzorec sa nezmeni. Pre 0 < z < ct je x — ct < 0, takze ¢(x — ct) = —¢(ct — x) a Cast integralu cez
zaporné s sa odéita, [0 dsip(s) = — [ ds1(s). Dohromady dostavame

1 1 T+ct

f[cb(x—i-ct)—i—gb(x—ct)]—i——/ dsy(s), z>ct,

2 2¢ Jy—ct

u(z,t) = ) L poret (3.55)
§[¢(x+ct)—¢)(ct—$)]—|—%/ dsi(s), 0<z<ct.
ct—x

Clen —¢(ct — z) opisuje odraz. Cast pociatoéného profilu, ktora sa pohybovala dolava, sa po dopade
na ukotveny koniec vracia doprava s opaénym znamienkom. Pri predlzeni to vidno ndzorne: zrkadlovy
obraz profilu s opa¢nym znamienkom prichadza z oblasti z < 0 a v bode x = 0 sa s p6vodnou vlnou
prave vyrusi (obrazok 19, vlavo).

Zo vzorca (3.55) vidno aj to, ako sa pri hranici zmeni oblast zavislosti. Pre 0 < x < ¢t zavisi
riesenie od hodné6t ¢ v bodoch ¢t —x a x + ¢t a od hodnét v na intervale medzi nimi. Charakteristika
x — ct = const prechddzajica bodom (z,t) totiz dorazi na hranicu v ¢ase t — x/c a odrazi sa od nej
ako charakteristika druhej rodiny, ktord pretne priamku ¢ = 0 v bode ¢t — = (obrazok 18).

Aby boli predizené funkcie ¢ € C? a ¢ € C', musi byt ¢(0) = ¢”(0) = 0 a »(0) = 0. Tieto
podmienky vyplyvaji priamo z tlohy, ak mé byt rieSenie hladké az po roh (0,0). Z u(0,t) = 0 pre
vSetky t totiz dostaneme aj ut(0,t) = uyu(0,t) = 0 a v ¢ase t = 0 potom ¢(0) = 0, ¥»(0) = 0 a
c2¢"(0) = uyu(0,0) = 0. Ak niektord z nich neplati, je riesenie stale dané vzorcom (3.55), ale na
charakteristike z = ct vychadzajucej z rohu (0, 0) mé skok alebo zlom, podobne ako pri nespojitostiach

pociatoénych podmienok v ¢asti 3.1.2.
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t—x/cd

T —ct ct —x x4+ ct

Obr. 18: Oblast zavislosti bodu (z,t) s 0 < & < ¢t na polpriamke s ukotvenym koncom. Charakteristika
smerujuca dolava sa v ¢ase t — z/c odrazi od hranice = 0 a pretne priamku ¢t = 0 v bode ¢t — =z,
jej predizenie do z < 0 (bodkované) konéi v zrkadlovom bode x — ct. RieSenie zavisi od hodndt ¢ v
bodoch ¢t — x a = + ct, od hodndt 1 na ¢ervenom intervale medzi nimi a pri nehomogénnej rovnici od

hodnét f v sivom stvoruholniku.

Podobni fintu budeme pouzivat ¢asto. Ak je na okraji namiesto hodnoty zadana nulova derivécia,

uz(0,t) = 0 (Neumannova okrajova podmienka, pri strune volny koniec), pouZijeme parne predizenie

o) o), z=0,
¢(x)—{ b(z). <0, (3.56)

a rovnako pre 1) (aby boli prediZenia hladké, tentoraz musi byt ¢'(0) = ¢/(0) = 0). Rovnakou tivahou
ako vyssie je potom rieSenie v Cauchyho tlohy v kazdom c¢ase parne v x. Derivacia parnej funkcie je
neparna, a teda v nule nulova, takze v,(0,t) = 0. Odrazend vlna mé teraz rovnaké znamienko ako
dopadajica (obrazok 19, vpravo).

Predizenie funguje aj pre nehomogénnu rovnicu uyy — gy = f (z,t) na polpriamke. Pri ukotvenom
konci predizime neparne v premennej z aj pravid stranu, f (x,t) = —f(—=x,t) pre x < 0, a rieSenie s
nulovymi pociatoénymi podmienkami dostaneme z Duhamelovho vzorca (3.47) s f. Rovnako ako pri
1 sa Cast vnatorného integralu cez zéporné s odéita od integralu cez kladné s a vysledok mozeme

zapisat jedinym vzorcom

x4c(t—T)
(z,t) 26/ dT/| ds f(s,7) . (3.57)

c(t—7)]
Pre x > ¢(t—7) je to pévodna dolnd hranica, pre < ¢(t—7) sa interval zuzi na [c(t—7) —xz, z+c(t—7)).
RieSenie v bode (,t) teda zavisi od f v sivom tvoruholniku na obrézku 18. Pri volnom konci predizime

f parne.
Ak méme niektort z tychto situécii na ohrani¢enom intervale 0 < x < L, treba predizit po¢iatoéné

podmienky tak, aby mali spravnu symetriu vzhladom na oba konce. Pri ukotvenych koncoch, u(0,t) =

u(L,t) = 0, ich predizime neparne na interval (—L,0),

(3.58)
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/\ct:O,5 ' /\ct:O,5

ct =125

/\ ct =125

ct=1,5 ct=1,5

\/C”’5 ' N,

Obr. 19: Odraz vlny na konci polpriamky = = 0 (sivd zvisla ¢iara), vlavo pri ukotvenom a vpravo pri

volnom konci, v Styroch ¢asoch pod sebou. Poéiatotné rychlost je ¢ = ¢/, takze vlna ¢(z + ct) sa
pohybuje iba dolava (modra bodkovand). Predlzenim vznikne jej zrkadlovy obraz F¢(ct — x), ktory
prichddza z oblasti < 0 (Cerveny bodkovany). RieSenie na polpriamke je ich stucet (hrubé ¢iara). V

case ct = 1,5 sa pri ukotvenom konci obe vlny navzajom vyrusia a pri volnom sa pri konci scitaju.

a potom periodicky s periédou 2L na celi priamku (obrazok 20). Takto prediZend funkcia je neparna
vzhladom na bod 0 aj vzhladom na bod L, lebo vdaka periodicite ¢(L + ) = ¢(y — L) = —¢(L — y).
Riesenie Cauchyho tlohy s takymi pociatoénymi podmienkami mé obe symetrie v kazdom case, a
preto je v bodoch 0 aj L nulové. Opét teda pouzijeme d’Alembertov vzorec a vysledok zizime na
interval (0, L). Pri volnych koncoch postupujeme rovnako s parnym predizenim. Ak je jeden koniec
ukotveny a druhy volny, predizime poédiatoéné podmienky neparne vzhladom na ukotveny a pérne
vzhladom na volny koniec. Takto predlzené funkcie st periodické s periédou 4L, lebo napriklad pri
ukotvenom konci 0 a volnom konci L je ¢(x + 2L) = —¢(x). Ze takto nijdené funkcie st jedinymi
rieSeniami tychto tloh, vyplyva z energetického argumentu v ¢asti 3.1.2 (pozri (3.28)), ktory funguje

aj s ukotvenym alebo volnym koncom.

-

Obr. 20: Predlzenie pociatoénej podmienky z intervalu (0, L) pri ukotvenych koncoch. Funkeia ¢ (hrubé,
Giara) je predlzend neparne na interval (—L,0) a potom periodicky s periédou 2L (bodkovand &iara).

PrediZenie je neparne vzhladom na bod 0 aj na bod L.
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RieSenie na intervale je periodické v ¢ase. Pri ukotvenych koncoch st ¢ a 1 periodické s periédou
2L a integral neparnej periodickej funkcie 1) cez periédu je nulovy. Z d’Alembertovho vzorca preto
vyplyva u(z, t+2L/c) = u(x,t). Za ¢as 2L /c prejde vlna k jednému koncu, odrazi sa, prejde k druhému
koncu, znova sa odrazi a vrati sa na povodné miesto. Pri volnych koncoch integral z ¢ cez periédu
nulovy byt nemusi. Za ¢as 2L/c sa vtedy uw zmeni o (2L/c)(¢), kde () je strednd hodnota 1 na
intervale, takze k periodickému pohybu sa pridd rovnomerny posun celej struny rychlostou (). Pri
zmieSanych podmienkach je periéda 4L /¢, lebo vina sa pri odraze od ukotveného konca obréti, ale pri
odraze od volného nie. V kapitole 7 uvidime to isté z iného pohladu. Riesenie sa da zapisat ako sicet
stojatych vin, pri ukotvenych koncoch sin(krz/L) kmitajicich s frekvenciami kre/L, a kazda z nich

je periodicka s periédou 2L/c.

Sirenie okrajového stavu. Napokon sa vratme na polpriamku a predpokladajme, ze koncom struny

pohybujeme podla zadanej funkcie h(t). Riesime teda tlohu s nehomogénnou Dirichletovou okrajovou

podmienkou
Uy — gy =0, >0, (3.59a)
u(z,0) = ¢(x) , (3.59b)
ut(x,0) = (z) , (3.59c¢)
u(0,t) = h(t) . (3.59d)

Postupujeme podobne ako pri nehomogénnej rovnici a rieSenie rozdelime na dve ¢asti, u = u? + v.
Funkcia u? spliia zadané podiatoéné podmienky a homogénnu okrajovti podmienku u4(0,t) = 0, takze

ju déva vzorec (3.55). Ostéva vyriesit dlohu

vy — gy =0, >0, (3.60a)
v(z,0) =0, (3.60b)
ve(2,0) =0, (3.60c¢)
v(0,t) = h(t) . (3.60d)

Vseobecné rieSenie ma tvar v = gi(x + ct) + ga(z — ct). Z nulovych pociatoénych podmienok vyplyva
rovnako ako pri odvodeni d’Alembertovho vzorca, Ze g1 a go su pre kladné argumenty konstantné.
Kedze x + ¢t > 0, je ¢len g;(x + ct) konstanta, ktori mézeme presunit do go. Riesenie teda hladdme

v tvare viny F'(z — ct), ktord sa $iri od okraja doprava. Pociatoéné podmienky davaji
F(z)=0, —cF'(z)=0, z>0, (3.61)

a z okrajovej podmienky méme F(—ct) = h(t) pre ¢t > 0. Odtial

F(z):{h(_z/c()]’ zig N v(x,t):{h(t_x/ci)’ iiz (3.62)

Okrajovy stav sa teda Siri do polpriamky rychlostou ¢. Do bodu = dorazi s oneskorenim x/c a v oblasti
x > ct o nom rieSenie este nevie. Ak h(0) # 0, teda ak koncom struny na zaciatku trhneme, ma v skok

na charakteristike x = ct.

99



Na to isté sa mozeme pozriet aj tak, ze funkcia h prichddza zlava z oblasti x < 0. Funkcia v je

totiz ztzenim riesenia Cauchyho dlohy na celej priamke s pociatoénymi podmienkami
h(—x/c), =<0,
0, z>0,

W(-z/c), <0,

3.63
0, >0, ( )

v(z,0) = { v(z,0) = {

ktoré zodpovedaju vine F'(x — ct) pohybujicej sa doprava. RieSenie pévodnej tilohy (3.59) je napokon
A
U =u"+ .

Priklad 20. Struna na polpriamke z > 0 s ukotvenym koncom mé nulovi pociatoéni rychlost a

pociatocnua vychylku v tvare striesky

1—|z—=2], 1<z<3,
say=4 L2 (3.64)
0, inak.

N4jdite riesenie a nakreslite ho v ¢asoch t = 1/¢, 2/c a 3/c. Ako sa vysledok zmeni, ak je koniec struny

volny? O
Vysledok.

1 1 1
u(z,t) = §¢($ —ct) + §¢(x +ct) F §¢(ct -z, (3.65)

kde ¢ je strieska predlzend nulou na celti priamku, horné znamienko plati pre ukotveny a dolné pre
volny koniec. Jedna polovica striesky sa vzdaluje doprava. Druhd sa v ¢ase 1/c zacne odrazat od konca
a v Case 3/c sa uz celd vracia doprava, pri ukotvenom konci obratend. V ¢ase 2/c je pri ukotvenom

konci struna na tseku 0 < z < 3 rovnd, pri volnom konci ma na konci vychylku 1.

Priklad 21. Struna dizky L s ukotvenymi koncami je v strede vychylens o h a v ¢ase t = 0 ju pustime
z pokoja, teda

2hz/L, 0<x<L/2,

¢(z) = { P(x) =0 (3.66)

2h(L —z)/L, L/2<xz<L,

Pomocou periodického predlzenia najdite tvar struny v ¢asoch t = L/(4c), L/(2¢) a L/c a overte, 7e

v ¢ase 2L/c sa struna vrati do pociatoéného tvaru. O

RieSenie. Pri ukotvenych koncoch predlzime ¢ nepérne na interval (—L,0) a potom periodicky s
periédou 2L ako v (3.58). Funkciu ¢y = 0 netreba predlzovat. Predizend funkcia ¢ je lomend ¢ara
(trojuholnikova vlna), ktora je na intervale [—L/2, L/2] rovna 2hy/L, na intervale [L/2,3L/2] rovna
2h(L — y)/L a dalej sa periodicky opakuje. Je siimerna vzhladom na bod L/2 a z jej neparnosti a
periodicity vyplyva ¢(y + L) = —¢(y). Podla d’Alembertovho vzorca je

w(z, t) = % [6(x +ct) + bla—ct)] - (3.67)

Nech najprv 0 < ¢t < L/2. Vdaka stmernosti sta¢i uvazovat lavi polovicu struny, 0 < z < L/2.
Ak x < L/2 — ct, oba body z + ct lezia v intervale [—L/2,L/2], kde je ¢ linedrna, a preto u =
% [(x 4 ct) + (x — ct)] = ¢(x). Pre L/2 — ct < x < L/2 lezi bod x + ct v intervale [L/2,3L/2] a bod
x — ct v intervale [—L/2, L /2], takze

u:L[(Ll‘Ct)+(l‘Ct)]:h(12LCt>. (3.68)

60



Spolu teda
u(:c,t):min{gb(a:), h(l—?)} , 0<ct< g . (3.69)

Struna mé tvar trojuholnika ¢ zrezaného vo vyske h(1 — 2c¢t/L). Dva zlomy sa od stredu rozbiehaju
ku koncom rychlostou ¢, vonkajsie Casti struny medzi zlomami a koncami stoja a rovna stredna cast
klesa rychlostou 2hc/L. V case L/(4c) mé struna tvar lichobeznika, ktory sa na intervaloch (0, L/4) a
(3L/4, L) zhoduje s ¢ a medzi nimi je rovny vo vyske h/2. V ¢ase L/(2c¢) dorazia zlomy ku koncom a
struna je celd rovna, u = 0.

Zo vztahu ¢(y &+ L) = —¢(y) dalej dostaneme u(x,t + L/c) = —u(x,t) a u(z, L/c —t) = —u(z, ).
Pre L/2 < ¢t < L je preto

u(z,t) = —u (w,i — t) = max {—¢(x), h (1 — 2LCt>} . (3.70)

Zlomy sa od ukotvenych koncov odrazia a vracaju sa k stredu, kym sa struna vychyluje na opacni
stranu. V ¢ase L/cjeu = —¢(z) av ¢ase 2L/c je u(z,2L/c) = —u(x, L/c) = ¢(x), takze struna je opat
v pociatoénom tvare a pohyb sa opakuje s periédou 2L/c. T istt tlohu sa da vyriesit aj Fourierovou

metédou z kapitoly 7, ako stcet stojatych vin. |

3.2 Rovnica vedenia tepla v jednom rozmere
3.2.1 Odvodenie rovnice vedenia tepla

Nech u(z,t) je teplota tenkej tyce v bode x a case t. Tepelnd energia v kratkom useku tyce medzi
bodmi x a x + dz je
E =cppudzx , (3.71)

kde p je dizkova hustota tyce a ¢p mernd tepelnd kapacita materialu (index p piseme, aby sa nezamie-

nala s rychlostou vin ¢). Jej ¢asova zmena je

dFE
— =cppurdx . 3.72
dt pP Ut ( )
Tato zmena sa musi rovnat teplu, ktoré do tseku za jednotku casu vtecie cez jeho konce. Podla
Fourierovho zakona tecie teplo z teplejsiecho miesta na chladnejsie a jeho tok v smere osi z je timerny
gradientu teploty,

P = —ku, , (3.73)
kde k > 0 je tepelnd vodivost tyCe (pre ty¢ s prierezom S je k = AS, kde A je tepelnd vodivost
materidlu). Cez lavy koniec useku teplo P(z,t) vtekd a cez pravy P(z + dz,t) vyteka, takze

dE
o P(z,t) — P(z +dx,t) = k (up(z + dz,t) —ugp(z,t)) = Kuga(x,t) de . (3.74)
Porovnanim oboch vyjadreni dostdvame
U= gy = kg, k= (3.75)
CppP CppP
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Tomuto vztahu hovorime rovnica vedenia tepla a konstante k teplotna vodivost. M4 rozmer m?/s a
nezavisi od prierezu tyce, lebo x aj p st s nim tmerné. Rovnaka rovnica opisuje aj diftziu, kde u je kon-
centracia a tlohu Fourierovho zakona hra Fickov zdkon. Je to parabolicka rovnica a jej charakteristiky
su podla casti 2.2 priamky t = const.

Diftzia mé jednoduchy mikroskopicky obraz. Predstavme si c¢asticu, ktora sa v kazdom casovom
kroku At posunie o Az dolava alebo doprava, a to s rovnakou pravdepodobnostou. Pravdepodobnost
p(x,t), Ze ju najdeme v bode z, potom spliia p(x, t + At) = % [p(x — Az, t) + p(z + Az, t)]. Rozvojom
do prvého rédu v At a do druhého rddu v Az dostaneme p; = k pye s k = (Az)?/(2At), teda rovnicu
(3.75) v limite Az, At — 0 s pevnym k. Za cas t urobi Castica t/At nezavislych krokov, takze jej
stredné kvadratickd vzdialenost od za¢iatoéného bodu je /(t/At)(Ax)2 = v/2kt a rastie ako v/%, nie
linearne s ¢asom. Podobne si mézeme predstavit aj vedenie tepla, ktoré prenasaja molekuly, elektrény
alebo fonény pri neusporiadanom pohybe so zrazkami.

Ak sa vlastnosti materidlu pozdlz tyc¢e menia, zdvisia «, cp aj p od z. Tok je stéle P = —k(x)u,,

ale pri jeho derivovani uz x nemozeme vybrat pred derivaciu, takze té istd bilancia da

cp(x)p(x) up = (K(2)ug), - (3.76)

Rovnica je stale linedrna a parabolicka, ale uz nema konstantné koeficienty.

Ak sa v tyci teplo aj vytvara, napriklad Jouleovym teplom pri prechode pridu, pribudne v bilancii
teplo g(x,t) dz, ktoré v iiseku vznikne za jednotku ¢asu. Pri konstantnych koeficientoch tak dostaneme
nehomogénnu rovnicu

w—kuge = f, f=-1. (3.77)
cpp

3.2.2 Poissonov vzorec

Riesime teraz rovnicu (3.75) na celej priamke. Pociato¢na priamka ¢ = 0 je charakteristikou, a ako

sme videli na konci ¢asti 2.2, mbzeme na nej zadat iba jednu pociatoc¢ni podmienku,

u(z,0) = ¢(z) , (3.78)

lebo u; uz uréuje samotnd rovnica. Fyzikalne to tiez dava zmysel, staci poznaf pociatocné rozlozenie
teploty.
Poriadne odvodenie riesenia urobime v kapitole 5 pomocou distribicii. Tu ukdzeme len myslienku.

Riesenie hladame ako superpoziciu rovinnych vin,

u(z,t) = ¢127r / de e7 % a (¢, t) (3.79)

a rovnako zapiSeme aj pociatoé¢ni podmienku,
1 o~ ~ 1 ,
= —— [dee " , :—/d i€y . 3.80
o) = o= [ace™a(e) . i€ = [ aye o) (350

Funkcie @ a ¢ st teda Fourierove transformacie funkcii v a ¢ v premennej x, s rovhakym normovanim

ako v kapitole 4. Po dosadeni do rovnice prejde derivacia 92 na néasobenie ¢islom —&2 a pre kazdé &
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dostaneme obyc¢ajnu diferencidlnu rovnicu
U+ kCa=0, 4600 =9(5) = al&t)= e . (3.81)

Kazd4a rovinnda vlna sa teda vyvija nezavisle od ostatnych a jej amplitiida exponencidlne klesa, tym
rychlejsie, ¢im je vlna kratdia. Ostdva vypoditat integral (3.79). Po dosadeni ¢ a zdmene poradia

integracie dostaneme

1 .
u(aw,t) = o [dyoly) [dge e (3.82)
™
Vnitorny integral je gaussovsky. Doplnime exponent na Stvorec,
. 2 2
& —iglo —y) = —t (£+ "o = Ly (3:53)

a posunieme integraéni premennt (v komplexnej rovine to mozno urobit, lebo integrand v nekonecne
rychlo klesd). Vnutorny integral je potom +/m/(kt) e~ (@=y)?/(4kt) 4 teda

(z—y)?

1 _(m=p*
u(e.t) = / dy d(y) e~ T . (3.84)

Tomuto vztahu hovorime Poissonov vzorec.

Riesenie je teda konvoltciou pociatocnej podmienky s funkciou

1 2
G(x,t) = \/Zﬁefm , (3.85)

ktorej v kapitole 5 budeme hovorit Greenova funkcia. Pre kazdé ¢ > 0 je G kladné a jej integral cez
x je rovny jednej. S klesajicim ¢ sa ststreduje stale blizsie k bodu x = 0, a preto u(z,t) — ¢(x) pre
t — 07 v kazdom bode, v ktorom je ¢ spojitd. Odvodenie bolo len formalne, lebo sme predpokladali, Ze
Fourierove transformdcie existuji, a zamienali sme poradie integréacie. Vzorec (3.84) vSak dava zmysel
pre ovela Sirsiu triedu pociato¢nych podmienok, napriklad pre kazd ohrani¢ent spojitt ¢, a dosadenim
sa d& overit, zZe je to riesenie. Medzi ohrani¢enymi rieSeniami je navyse jediné. Bez obmedzenia rastu
rieSenia v nekonecéne jednoznacnost neplati (Tichonovov priklad), takze na rozdiel od vlnovej rovnice
tu okrem pociatocnej podmienky zalezi aj na tom, v akej triede funkcii rieSenie hladame.

x

Ako priklad zoberme poéiatoéni podmienku v tvare gaussovskej funkcie, ¢(z) = e~ g Integral v

(3.84) je opét gaussovsky a dostaneme

22

1
A= e T 3.86
uwt) = A ¢ (3.86)

Riesenie je teda v kazdom case gaussovskd funkcia, ktord sa s ¢asom rozsiruje a znizuje (obrazok 21).
Jej sirka rastie ako /1 + 4kt, pre velké ¢asy teda ako v/%, ¢o je pre diftiziu typické, a vyska klesé
ako 1/4/1 + 4kt. Integral [ dxwu, teda celkové teplo v ty¢i, sa pritom nemeni. To plati vSeobecne, lebo

integral funkcie G cez z je rovny jedne;j.
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Obr. 21: RieSenie rovnice vedenia tepla s pociatoénou podmienkou ¢(x) = e~ v ¢asoch kt = 0, i, 1

a 2 (¢im neskorsi ¢as, tym tmavsia farba). Profil sa rozsiruje a znizuje, plocha pod nim sa nemeni.

Zdroje tepla. Rovnicu so zdrojmi (3.77) a s nulovou pociato¢nou podmienkou vyriesime rovnako
ako vlnovi rovnicu v ¢asti 3.1.2, teda Duhamelovym principom. Teplo, ktoré vznikne pocas kratkeho
intervalu dr okolo ¢asu 7, zvysi teplotu o f(x,7)dr a potom sa uz len §iri podla homogénnej rovnice.
Rovnica je prvého rddu v Case, takze prava strana tentoraz urcuje pociato¢ni hodnotu, nie pociatocnii
rychlost. Pomocna funkcia U(z,t, 7) preto riesi homogénnu rovnicu s podmienkou U(z, 7,7) = f(z,T)

a podla Poissonovho vzorca je

Uz, t, 1) :/dyG(a:—y,t—T)f(y,T) ) (3.87)

Riesenim nehomogénnej rovnice s nulovou pociatoénou podmienkou je potom funkcia

v(z, 1) :/OthU(x,t,T) :/Oth/dyG(a:—y,t—T)f(y,T). (3.88)

Formaélne to overime rovnako ako v ¢asti 3.1.2. Zrejme v(z,0) =0 a
t t
v = Ulz, t,4) + / dr Uy(z,t,7) = f(z,t) + k/ drUpn(,6,7) = f + kvew . (3.89)
0 0

RieSenie tlohy s podiatoénou podmienkou ¢ aj so zdrojmi je sté¢tom Poissonovho vzorca (3.84) a

funkcie v.

Nezvratnost. VInovd rovnica sa pri zdmene ¢ — —t nemeni, rovnica vedenia tepla dano. Ak by

sme chceli zo sucasného rozlozenia teploty zistit, aké bolo v minulosti, museli by sme riesit rovnicu
: o S . C 2 . [

us = —kUge. V nej sa amplitida rovinnej vlny namiesto tlmenia nasobi faktorom e*¢’t, takze kratke

vlny rastd neohranicene rychlo. Napriklad funkcia
_ 1 kn2t .
Up(z,t) = — e "sinnx (3.90)
n

riesi tito rovnicu s pociatoénou podmienkou wu,(x,0) = sin(nzx)/n, ktord je pre velké n lubovolne
mala, kym riesenie v lubovolnom c¢ase ¢ > 0 rastie s n nad vSetky medze. Riesenie teda nezavisi spojite
od pociatocnej podmienky a tiloha nie je dobre polozena v zmysle casti 3.1.2. Fyzikédlne to zodpoveda
tomu, Ze vedenie tepla je nevratny dej. Drobné detaily pociatoé¢ného rozlozenia teploty sa rychlo stratia

a z neskorsieho rozlozenia ich uz spéitne nezrekonstruujeme.
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3.2.3 Rovnica vedenia tepla na polpriamke a na intervale

Na polpriamke « > 0 postupujeme rovnako ako pri vlnovej rovnici v casti 3.1.3. Okrajova podmienka
u(0,t) = 0 (Dirichletova) znamend, Ze koniec tyce udrziavame na stalej teplote, napriklad v kontakte s
velkym tepelnym rezervoarom. Teplotu potom meriame od teploty rezervoara, ¢o mozeme, lebo spolu
s u riesi rovnicu aj u + const. Okrajovd podmienka u;(0,t) = 0 (Neumannova) podla Fourierovho
zadkona (3.73) hovori, ze cez koniec netecie ziadne teplo, teda koniec je tepelne izolovany. Pociatoéni

podmienku prediZime na celd priamku,

o(x) = { o), =>0, (3.91)
Fo

(—x), <0,

kde horné znamienko patri k Dirichletovej a dolné k Neumannovej podmienke, a riesenie dostaneme
ako zuzenie rieSenia z Poissonovho vzorca na x > 0. Funkcia G je parna v z, takze z neparnej ¢ da
Poissonov vzorec neparne riesenie, ktoré je v bode x = 0 nulové. Z parnej ¢ da parne rieSenie, ktorého

derivacia v nule je nulova. Rozdelenim integralu na kladné a zaporné y dostaneme
u(e,t) = [ dyo(v) (Gl — 3.0 F Gl + .1 (392)

Je to ta istd metdda zrkadlenia ako v elektrostatike. Pri konci udrziavanom na stalej teplote méa
zrkadlovy obraz pociatoctného rozlozenia teploty opa¢né znamienko, pri izolovanom konci rovnaké. Na
intervale pouZijeme periodické predizenie ako v Gasti 3.1.3, takZe zrkadlovych obrazov je nekoneéne

vela.

Princip maxima a jednoznac¢nost. Na ohrani¢enom intervale sa jednoznacnost a stabilita rieSenia
daji ukazat priamo z rovnice, bez vzorca pre riesenie. Nech u riesi rovnicu vedenia tepla pre 0 < « < L
a0 <t<T aje spojitd az po hranicu tejto oblasti. Potom v nadobtida maximum aj minimum bud
v case t = 0, alebo na koncoch x = 0, x = L. Fyzikalne to hovori, Ze teplo tecie z teplejSiecho miesta
na chladnejsie, takze vo vnutri ty¢e nemdze samovolne vzniknat miesto teplejsie, nez aké bolo na
zaciatku alebo na koncoch. Dékaz je kratky. Pre ¢ > 0 uvazujme funkciu w = u + 22, pre ktort
wy — kwyy = —2ke < 0. Keby w nadobuidala maximum v bode (zg,t9) s0 <z < La0<ty<T,
bolo by tam w,, <0 a wy > 0 (pri tg = T len ako jednostrannd derivacia), a teda w; — k wy, > 0, ¢o
je spor. Maximum w je preto v ¢ase t = 0 alebo na koncoch, a kedze u < w < u + eL?, v limite ¢ — 0
to isté plati pre u. Pre minimum stac¢i pouzit ten isty argument na —u.

7 principu maxima hned vyplyva jednoznacnost a spojita zavislost od tidajov. Rozdiel dvoch rieseni
s rovnakou pociato¢nou a okrajovymi podmienkami je v ¢ase ¢ = 0 aj na koncoch nulovy, a preto je
nulovy vSade. Ak sa pociato¢né a okrajové podmienky dvoch tloh lisia najviac o ¢, liSia sa najviac o
¢ aj rieSenia. Uloha s Dirichletovymi podmienkami je teda dobre poloZena.

Pre Neumannove podmienky sa hodi iny argument, obdoba energie pri vlnovej rovnici. Pre I(t) =
fOL dz u? je

dl

L L L
— = 2/ dxuug = Zk‘/ dx u gz, = 2k [uux]g —2k'/ dru? <0, (3.93)
dt 0 0 0
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lebo okrajovy ¢len je nulovy pri Dirichletovych aj Neumannovych podmienkach. Rozdiel dvoch rieseni
s rovnakymi idajmi ma 1(0) = 0, a kedze I je nezdporné a nerastie, je I(t) = 0 pre vSetky ¢ a rozdiel

je nulovy.

Priklad 22. Ty¢, ktora zabera polpriamku z > 0, ma na zaciatku vsade teplotu Tp. V case t = 0 jej
koniec x = 0 ponorime do rezervoara s teplotou 0. Najdite teplotu tyce v case ¢ > 0 a tepelny tok,

ktory tecie cez jej koniec. O
Vysledok.
x 2 z 2
w(zx,t) = Ty erf <> , erf(z) = —/ dse™® . 3.94

Teplota v hibke 2 virazne klesne az po ase radovo x2/k. Cez koniec tedie tok P(0,t) = —kuy(0,t) =
—kTy/V/7kt, teplo teda unikd do rezervoara a tok klesa ako 1/+/t.

3.3 Porovnanie vlastnosti rieSeni

Na zaver kapitoly porovndme riesenia oboch rovnic. Na prvy pohlad sa vlnova rovnica a rovnica vedenia
tepla lisia len rddom derivacie podla ¢asu, ich riesenia sa vsSak spravaji velmi odlisne. Najlepsie to

vidno, ked obe rovnice vyriesime s tou istou pociato¢nou podmienkou. Zvolime skok

1, <0,
qb(:v)—{ 0. z>0. (3.95)

Pri vedeni tepla si ho mozeme predstavit ako dve dlhé tyCe z rovnakého materidlu s teplotami 1 a
0 (vo vhodnych jednotkéach), ktoré v ¢ase ¢ = 0 prilozime k sebe. Funkcia ¢ nie je spojita, a teda
nespliia predpoklady, za ktorych sme d’Alembertov a Poissonov vzorec odvodili. Oba vzorce vSak
davaja zmysel aj pre nu. V akom zmysle je vysledok riesenim, rozoberieme hned po vypocte.

Pri vlnovej rovnici potrebujeme este druhi pociatoéni podmienku. Pre porovnanie je najvhodnejsia
nulova pociato¢na rychlost, 1 = 0. D’Alembertov vzorec (3.25) potom dava

w(z, t) = % [6(z + ct) + bl — ct)] . (3.96)

Prvy ¢len v zatvorke je rovny 1 pre x < —ct a druhy pre = < ct, takze

1, z< —ct,
u(z,t) =49 3, |zl <et, (3.97)
0, z>ct.

Skok sa teda rozdeli na dva skoky s polovicnou vyskou, ktoré sa Siria rychlostou ¢ dolava a doprava
(obrazok 22 vlavo), rovnako ako strieska na obrazku 15. Pri zvuku v plyne spliia vlnovi rovnicu aj
odchylka tlaku od rovnovaznej hodnoty. Skok potom zodpoveda plynu v trubici, ktory je na zaciatku v
pokoji a vlavo od prepazky ma o niec¢o vyssi tlak ako vpravo. Po odstraneni prepazky sa od nej na obe
strany rozbehnt zvukové viny a medzi nimi sa tlak vyrovna na priemer oboch pévodnych tlakov. Plyn
v tejto oblasti prudi stalou rychlostou smerom k nizsiemu tlaku, mimo nej je stale v pokoji. Porovnajte

to aj s ulohou o semafore z ¢asti 1.4.2, kde sa ten isty skok pri nelinedrnej rovnici prvého radu zmenil
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na vejar charakteristik a hustota v nom klesala linedrne medzi bodmi —wvgt a vgt. Pri vlnovej rovnici
vejar nevznikne, lebo vSetky charakteristiky jednej rodiny maji rovnaky sklon, a skoky preto ostavaji
ostré.

Pri rovnici vedenia tepla dosadime skok do Poissonovho vzorca (3.84). Integruje sa len cez y < 0
a po substiticii s = (z — y)/(2v/kt) dostaneme

u(z,t) = ! /0 d e*(m;kyf _ L dse ™ = 1erfc( - ) (3.98)
T Vi o VR Lo — 2 vk |
kde
erfc(z) = 2 /OO dse ™ =1— erf(z) (3.99)
=7, = ,

a erf je funkcia z prikladu 22. Integrél sa neda vyjadrit pomocou elementarnych funkcii, jeho priebeh
je vsak jednoduchy. Funkcia erfc klesd z hodnoty 2 v —oo k nule v +00 a erfc(0) = 1. Riesenie je preto
v kazdom case t > 0 hladka klesajica funkcia, ktord prechadza z hodnoty 1 na 0 a v bode z = 0
ma hodnotu % (obrazok 22 vpravo). Teplota v mieste styku ty¢i sa teda okamzite ustdli na priemere
oboch podiatoénych tepldt. Pri tyciach z roznych materidlov by to bol vazeny priemer (priklad 23).
Cez miesto styku pritom tecie z teplejSej ty¢e do chladnejSej tok P(0,t) = —ru,(0,t) = x/v/4rwkt,
ktory klesé ako 1/v/t, podobne ako v priklade 22. RieSenie zavisi od x a t len cez pomer z/ Vkt, takze
profily v réznych casoch sa liSia len mierkou na osi . Prechodova oblast, v ktorej teplota klesa z 1 na

0, mé sirku rddovo vkt a rozsiruje sa ako v/t, podobne ako gaussovsky profil na obrazku 21.
u u

| ——
2 1 ct=0| kt=0| —
1

1
8
1
2
—kt=2

+ + €T + + T
) -1 ! 1 2 -2 -1 ! 1 2

Obr. 22: Riesenie vlnovej rovnice s 1) = 0 (vlavo) a rovnice vedenia tepla (vpravo) s tou istou skokovou

pociato¢nou podmienkou (3.95). Vlavo v ¢asoch ¢t = 0, 1 a 2, vpravo v ¢asoch kt = 0, %, % a 2 (¢im
neskorsi Cas, tym tmavsia farba). Pri vinovej rovnici sa skok rozdeli na dva polovi¢né skoky, ktoré sa

$iria rychlostou c. Pri rovnici vedenia tepla sa okamzite vyhladi a prechodova oblast sa rozsiruje ako

V.

Nespojita pociatocna podmienka. Kazda z oboch rovnic sa so skokom vyrovnda inak. Funkcia
(3.97) je po castiach konstantnd. Vlnova rovnicu spifia vSade mimo charakteristik z = +ct, na nich
ma skok a nie je ani spojita. Je to presne situicia z ¢asti 3.1.2: nespojitost pociatocnej podmienky sa
siri po charakteristikdch vychddzajucich z bodu (0, 0) a rieSenie v doterajsom zmysle na nich neméme.
Rozumny vyznam mu vsak dat mézeme. Ak skok nahradime hladkou funkciou ¢, ktord klesne z 1 na
0 na intervale (—¢,¢), d’Alembertov vzorec dd klasické rieSenie u.(z,t) = 3 [¢e(x + ct) + ¢po(z — ct)].

To sa od (3.97) 1isi len v pasoch sirky 2e okolo charakteristik z = £ct a pre € — 0 k nemu konverguje
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v kazdom bode mimo nich. Funkcia (3.97) je teda limitou klasickych rieseni s Coraz strmsimi pocia-
tocnymi podmienkami. Presnt formuldciu, v ktorej je rieSenim aj na charakteristikach, dava riesenie
v zmysle distribucii (priklad 33 v kapitole 4). V kapitole 5 budi méct byt distribtciami aj samotné
pociatocéné podmienky.

Pri rovnici vedenia tepla je situacia ovela jednoduchsia. Poissonov vzorec déva zmysel pre kazda
ohrani¢enu po castiach spojiti pociato¢ni podmienku a pre ¢t > 0 je vysledok hladka funkcia, ktora
rovnicu spiﬁa v klasickom zmysle vsade. Preco, uvidime o chvilu. Slabsie je len splnenie pociatoc¢nej
podmienky. Podla ¢asti 3.2 je u(x,t) — ¢(x) pre t — 07 v kazdom bode, v ktorom je ¢ spojitd. V
bode z = 0 je u(0,t) = % pre vsetky ¢t > 0, teda limita je priemerom jednostrannych limit funkcie ¢,
a to bez ohladu na to, aki hodnotu ¢(0) zvolime. Poissonov vzorec obsahuje ¢ len pod integralom,

takze jej hodnota v jednom bode riesenie vobec neovplyvni.

Rychlost Sirenia. RieSenie vinovej rovnice (3.97) je pre x > ct presne nulové. Do bodu =z > 0
sa zmena dostane az v ¢ase x/c, v stlade s oblastou vplyvu z ¢asti 3.1.2. Riesenie rovnice vedenia
tepla (3.98) je naopak v kazdom ¢ase t > 0 kladné pre vsetky x, lebo integrand je kladny. Teplota sa
teda okamzite zmeni aj fTubovolne daleko od miesta styku a v tomto zmysle sa teplo siri nekonec¢nou
rychlostou. Plati to vSeobecne. Funkcia G je pre ¢ > 0 vSade kladna, takze ak je ¢ > 0 a na nejakom
intervale kladné, je riesenie (3.84) kladné vo vsetkych bodoch a vo vSetkych ¢asoch ¢t > 0.

Daleko od pociatku je vSak zmena nepatrné. Pre z > 0 je

2

[e.o] (o] —Zz
/ dse " < / dsZ e = & ) (3.100)
z z z 2Z

kt 1 _ <2
0 <wu(z,t) <\ ——e i . (3.101)
\ ©

Napriklad vo vzdialenosti = 10kt je u < 10~ '2. Prakticky sa teda teplo dostane len do vzdialenosti

a preto pre x > 0

radovo Vkt, ktora rastie s odmocninou z ¢asu ako pri ndhodnej prechadzke z ¢asti 3.2.1, a nie linedrne
ako pri vlnach. Pre ocel je k rddovo 107° m?/s, takze za hodinu je to asi 20 cm.

Nekonecna rychlost sirenia je doésledkom zjednoduseni, na ktorych model stoji. Fourierov zakon
(3.73) predpokladd, Ze tok tepla okamzite zodpoveda gradientu teploty, hoci v skuto¢nosti teplo pre-
nasaju molekuly, elektrony alebo fonény konec¢nou rychlostou. Rovnica vedenia tepla je preto dobrym
zrazkami. Na takychto skalach je vsak chvost riesenia za hranicou, kam by nosice tepla stihli doletiet,
exponencialne maly, takze nekonecna rychlost Sirenia v praxi nevadi. Ak Fourierov zakon upravime
tak, ze tok sa ku gradientu teploty prisposobuje s kratkym oneskorenim, dostaneme hyperbolicki

rovnicu s kone¢nou rychlostou sirenia (priklad 24).

Vyhladzovanie. Pri vinovej rovnici skoky nikdy nezmizni, len sa postuvaji po charakteristikéach.
Riesenie rovnice vedenia tepla je naopak pre kazdé ¢t > 0 nekonecne velakrat diferencovatelné, hoci
pociato¢na podmienka nebola ani spojita. Aj to plati vSeobecne. V Poissonovom vzorci (3.84) zavisi od

x at iba funkcia G(z—y, t), ktord je pre t > 0 hladka. Kazda jej derivécia je si¢inom polynému v x—y a

68



gaussovskej funkcie, takze jej integral s ohranicenou funkciou ¢ konverguje a derivovat pod integralom
moézeme lubovolne velakrat. Riesenie je preto pre ¢ > 0 hladké pre kazdd ohranic¢ent pocéiatoéni
podmienku. Vo Fourierovom obraze je to este nazornejsie. Podla Casti 3.2 sa zlozka s vlnovym ¢islom
& tlmi faktorom e‘k52t, teda tym rychlejsie, ¢im je jej vinovéa dizka kratsia. Ostré hrany a skoky tvoria
prave zlozky s velkym & a tie zmiznt najskor. Pri vlnovej rovnici sa zlozky netlmia, iba sa Siria, takze
skok ostane skokom.

Pre skok dostaneme derivéciu rieSenia priamo z (3.98),

1 2
T e wt = —G(x,t) . (3.102)
7r

To nie je ndhoda. Derivicia wu, tiez riesi rovnicu vedenia tepla a jej pociatoénou podmienkou je

ug(z,t) = —

derivacia skoku, ktord je vsade nulova okrem pociatku, kde je ,nekonecna® V jazyku kapitoly 4 je to
—4§, takze (G je rieSenim s pociato¢nou podmienkou §. K tomu sa vratime v kapitole 5.
Vyhladzovanie tzko stvisi s nezvratnostou z casti 3.2. Pri vedeni tepla sa detaily pociato¢ného
rozlozenia rozmazavaji a napriklad nespojité rozlozenie teploty nemédze vznikniatf vedenim tepla z
nijakého skorsieho ohrani¢eného rozlozenia. Spétna tloha so skokom (3.95) ako koncovym stavom
preto nema riesenie vobec. VInova rovnica sa pri zdmene t — —t nemeni a nespojitosti nevyhladzuje,
takZe z rieSenia a jeho Casovej derivacie v ITubovolnom case vieme d’Alembertovym vzorcom spétne

urcit pociatoény stav.

Spravanie pre velké ¢asy. V oboch pripadoch sa pre ¢ — oo rieSenie v kazdom pevnom bode z
blizi k hodnote %, teda k priemeru pociatoénych hodn6t na oboch stranich. Deje sa to vsak velmi
rozdielne. Pri vlnovej rovnici je u(x,t) = 3 presne, len ¢o t > |z|/c, teda ked cez bod z prejde jeden
z oboch skokov. Skoky pritom ostavaju ostré a len sa od seba vzdaluju. Pri rovnici vedenia tepla
sa riesenie k hodnote 3 iba bliZi, a to pomaly. Z rozvoja erfc(z) = 1 — 2z//7 + O(2®) pre malé z

dostaneme pre |z| < Vkt

—_

x
o0/mkt

takze odchylka od % klesé len ako 1/v/t. Ani v jednom pripade sa riesenie k % neblizi rovnomerne v

u(z,t) ~ 5 (3.103)

x, lebo v kazdom case je u — 1 pre x — —oo a u — 0 pre x — oo. Rozdiel sa d4 zhrnut aj takto:
riesenie vlnovej rovnice zavisi len od pomeru z/(ct) a rieSenie rovnice vedenia tepla len od pomeru
x /v kt. Oblast, v ktorej sa rieSenie vyrazne lisi od pociato¢nej podmienky, sa preto pri vlnach rozsiruje

linedrne s ¢asom a pri vedeni tepla len ako v/%.

Zhrnutie. Na tomto jednoduchom priklade sa ukéazali podstatné rozdiely medzi oboma rovnicami.
VInova rovnica potrebuje dve pociatoéné podmienky a poruchy prenasa konecnou rychlostou ¢ bez
toho, aby ich vyhladila. Je vratna a zachovava sa pri nej energia (3.28). Rovnica vedenia tepla po-
trebuje jednu pociatoént podmienku, jej riesenia st pre ¢ > 0 hladké a poruchy sa siria nekonec¢nou
rychlostou, hoci prakticky len do vzdialenosti radovo v/kt. Je nevratna, zachovava sa pri nej celkové
teplo a plati pre nu princip maxima z casti 3.2.3. Tieto rozdiely st v siilade s tym, ¢o sme o charakte-

ristikach zistili v casti 2.2, kde sme videli, ze derivacie rieSenia mézu byt nespojité len pri prechode cez
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charakteristiku. Charakteristiky vlnovej rovnice st priamky x4ct = const, ktoré zodpovedaju rychlosti
¢, a nespojitosti sa siria po nich. Charakteristikami rovnice vedenia tepla st priamky ¢ = const, ktoré
by obrazne zodpovedali nekonecnej rychlosti, a nespojitost pociatocnej podmienky po nich neméze

prejst do oblasti ¢t > 0. V kapitole 5 uvidime, ze rovnaké rozdiely platia aj vo viacerych rozmeroch.

Priklad 23. Dve dlhé tyce s rovnakym prierezom, ale z réznych materidlov, maji tepelné vodivosti
K1, Ko, teplotné vodivosti k1, ko a na zaciatku teploty 17 a T5. V Case t = 0 ich prilozime k sebe tak,
ze prva zabera polpriamku x < 0 a druha polpriamku x > 0. V kazdej ty¢i plati rovnica vedenia tepla
s jej teplotnou vodivostou a na styku x = 0 je spojita teplota aj tok tepla P = —ku,. Najdite teplotu

v mieste styku. Preco sa ndm v zime kovové zabradlie na dotyk zdé studensie ako drevené, hoci maju

rovnaku teplotu? O
Vysledok.
w(o.1) = Ty + (Ts — Ty) erfe —2\7% , <0, T _ ey + exTy (3.104)
’ Ty + (Ty — Ty)erfe (54=) >0, ° e1t+e '

kde ¢; = k;i/Vki = VFiCpipi- Teplota styku T sa s Casom nemeni a je vazenym priemerom pocia-
toénych teplot, pri rovnakych materidloch oby¢ajnym priemerom. Ruka vnima teplotu koze v mieste
dotyku. Veli¢ina /Ac,p pocitand z materidlovych konstant (s objemovou hustotou) je v jednotkéch
SI pre kozu asi 1100, pre drevo asi 400 a pre ocel asi 14 000. Pri kozi s teplotou 33°C a zabradli s
teplotou 0°C tak vyjde teplota styku asi 24 °C pre drevo a 2°C pre ocel.

Priklad 24. Fourierov zakon (3.73) predpoklad4, ze tok tepla sa gradientu teploty prisposobi okam-
zite. Upravme ho tak, ze tok sa k hodnote —xu, priblizuje s kratkym oneskorenim 7 (rddovo stredny
¢as medzi zrazkami nosicov tepla),

TP+ P = —Kuy . (3.105)

Ukéazte, zZe spolu s energetickou bilanciou z casti 3.2.1 dostaneme pre teplotu telegrafnti rovnicu
TU + Up = ]‘JU$$ . (3106)

Akého typu je tato rovnica a akou rychlostou sa v nej Siria nespojitosti? Najdite disperzny vztah pre

rieSenia v tvare ¢/62=%% a rozoberte limity dlhych a kratkych vin. O

Vysledok. 7 energetickej bilancie je c¢,pu; = —F,. Upraveny zakon zderivujeme podla z, dosadime
za P, a dostaneme telegrafni rovnicu. Je hyperbolickd a jej charakteristiky st priamky x 4+ ¢t = const

s ¢ = \/k/1, takze nespojitosti sa &iria kone¢nou rychlostou c. Disperzny vztah 7w? 4 iw — k2 = 0 ma
=i /4kTE? -1
N 2T '

Pre dlhé viny, 4k762? < 1, je jeden korenn w ~ —ik&?, teda tlmenie e~k ako pri rovnici vedenia

riesenia

(3.107)

tepla, a druhy w ~ —i/7, ktory zodpovedd médu zanikajicemu za ¢as rddovo 7. Pre kratke viny je
w A tc€ —i/(27), teda viny s rychlostou ¢, ktorych amplitida klesé ako e~*/ (7). Na dlhych $kélach

sa teda teplo siri ako pri rovnici vedenia tepla a v limite 7 — 0 je ¢ — oo.
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3.4 Cauchyho dloha na vSeobecnej krivke

Doteraz sme pociatocné podmienky zadéavali na priamke ¢ = 0, teda v jednom okamihu na celej
priamke. Prirodzene sa mozeme pytat, ¢i ich moézeme zadat aj na inej krivke v rovine (z,t). Udaje
totiz ¢asto nepozname v jednom okamihu, ale napriklad z merani, ktoré prebehli v réznych miestach
v roznych casoch. V tedrii relativity navyse ,,jeden okamih® zavisi od pozorovatela a priamka t = 0
jedného pozorovatela je pre iného sikma. Aj okrajové podmienky z Casti 3.1.3 st udaje zadané na
krivke, na priamke x = 0. Nutni podmienku pozname z ¢asti 2.2. Hodnota riesenia a jeho derivacia
v smere normaly na krivke v urcia vSetky derivacie riesenia na 7 len vtedy, ked sa - nikde nedotyka
charakteristiky, a pri analytickych idajoch potom Cauchyho—Kovalevskej veta zaruci riesenie v okoli
~. Uvidime vsak, Ze na tom, ¢i je iloha dobre polozend, zalezi ovela viac, a ze vlnova rovnica a rovnica

vedenia tepla sa aj tu spravaju velmi rozdielne.

Priestorupodobné krivky. Zac¢nime vlnovou rovnicou (3.1) a krivkou +, ktoréd je grafom funkcie

t = 7(x). Na nej zaddme hodnotu rieSenia a jeho ¢asovi derivaciu,

u(z, 7(x) = ¢(x), w(z,7(x)) =¢(x) . (3.108)

Pre 7 = 0 je to Cauchyho tloha z c¢asti 3.1.2. Derivovanim prvej podmienky podla x dostaneme

¢’ = uyz + 7'uy, takZe na krivke v poznadme obe prvé derivécie,
up = =1, w =1 (3.109)

RieSenie hladdme vo v8eobecnom tvare (3.14), u = g1 (z + ct) + g2(x — ct), pre ktory je u, = g] + g a
ut = ¢ (g] — ¢4). Na krivke v odtial vyjadrime
v

C

1

g1 (z+er(z)) = 1 (qﬁ' — 7'+ ) . ga(z—cr(x)) = 3 (gb' — 7l — f) : (3.110)

2

Udaje teda uréuji deriviciu ¢f v bodoch & = z + () a deriviciu gj v bodoch n = x — er(z). Aby
boli obe funkcie urcené vsade, a to jednoznacne, musia byt zobrazenia x — x + c7(x) bijekcie priamky
na seba. Staci na to, aby ich derivacie 1+ ¢7’(z) boli kladné a ohranicené od nuly, teda aby pre nejak
konstantu ¢ platilo

]H@H§q<%. (3.111)

Geometricky to znamend, Ze v je vSade menej strmé ako charakteristiky, ktoré maju v rovine (z,t)
sklon +1/¢, a kazdd charakteristiku oboch rodin pretne préve raz. Funkcie g; a g2 potom dostaneme
z (3.110) integrovanim az na konsStanty a ich sticet uréi prva z podmienok (3.108), rovnako ako v
¢asti 3.1.2. Uloha m4 teda jediné riesenie.

Krivkam s touto vlastnostou hovorime podla terminolégie z teodrie relativity priestorupodobné.
Pre Iubovolné dva body takej krivky plati |Az| > c|At|, takze signdl, ktory sa 8iri rychlostou nanajvys
¢, sa z jedného do druhého nedostane. Udaje v réznych bodoch 7 sa preto neméozu navzajom ovplyvnit
a mozeme ich zadat nezavisle.

Riesenie sa da napisat aj priamo, podobne ako d’Alembertov vzorec. Nech bod P = (z,t) lezi nad

krivkou 7 a charakteristiky prechddzajtice bodom P pretinajt vy v bodoch A = (a,7(a)) a B = (b, 7(b)),
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kde a—c7(a) =z —ct a b+c1(b) = x+ct (obrazok 23 vlavo). VInovi rovnicu zapiSeme v tvare zdkona
zachovania

O (ur) = 0, (Puz) =0 (3.112)

a zintegrujeme ju cez krivociary trojuholnik D s vrcholmi A, B a P. Podla Greenovej vety je

0= //D dx dt {81 (c2ux) — O (ut)} = st (ut dz + Puy dt) , (3.113)

kde hranicu prechadzame proti smeru hodinovych ruciciek, teda po krivke v z bodu A do bodu B,
potom po charakteristike z B do P a nakoniec po charakteristike z P do A. Na tseku BP je dx = —cdt,
takze u; dz + ug dt = —c (ut dt + uy dx) = —cdu. Na tseku PA je dx = cdt a ten isty vyraz sa rovna
cdu. Integrély po charakteristikach su preto —c [u(P) — u(B)] a c[u(A) — u(P)], a teda

1 1 (B
w(P) = = [u(A) + u(B)] + — / (ue do + Pug dt) (3.114)
2 2c Ja
kde sa integruje po krivke . Na nej je dt = 7/dz a po dosadeni zadanych tidajov dostaneme
1 1 b 2 /1 2 2,/ /
u(w, t) = 3 [6(a) + ()] + 5 / ds [ (1= c*7'(s)?) w(s) + 7' ()9 ()] (3.115)

Pret=0jea=x—ctab=x+ctadostdavame d’Alembertov vzorec (3.25). Oblastou zavislosti bodu
P je teraz oblik krivky + medzi bodmi A a B. Pre body pod krivkou v dostaneme podobny vzorec,

lebo vInova rovnica sa pri zdmene ¢t — —¢ nemeni.

t t

Q2

@

T T

Obr. 23: Cauchyho udaje na krivke « v rovine (z,t). Vlavo priestorupodobna krivka. Charakteristiky
prechadzajice bodom P ju pretni v bodoch A a B a riesenie v bode P zavisi len od tdajov na obliku
medzi nimi. Cez sivy krivociary trojuholnik integrujeme pri odvodeni vzorca (3.115). Vpravo krivka
t = 0,35+0,822, ktord je pri pociatku priestorupodobn4 a dalej od neho ¢asupodobnd. Charakteristika

ju pretne v dvoch bodoch Q)1 a Q2 a idaje v nich musia byt navzajom zviazané.

Pre fyzika je zaujimavy eSte jeden pohlad. Pri Lorentzovej transformécii

1
¥ =A(x—ot) t'zA(t—U;r), AN=——, 3.116
S 2 Ny (3.116)
s rychlostou |v| < ¢ je podla pravidla pre deriviciu zloZenej funkcie 9y = A(Oy —v0y) a 0, =
A ((’“)l,/ — C%at,). ZmieSané c¢leny sa vyrusia a
02
% - PR =N (1 (07 — *02) = 0F — 0%, (3.117)
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vlnova rovnica sa teda nemeni. Priamka ¢ = 0 je v povodnych stradniciach priamka t = vax/c?
so sklonom |v]/c? < 1/c, teda priestorupodobnd. Cauchyho tiloha s tidajmi na nej je preto obyc¢ajnd
Cauchyho 1loha z ¢asti 3.1.2 pre pozorovatela, ktory sa pohybuje rychlostou v. Naopak, kazda priamka
so sklonom mensim ako 1/¢ je okamihom ¢’ = 0 pre nejakého pozorovatela. Priestorupodobnost krivky
od pozorovatela nezavisi, lebo vyraz c? At? — Az? sa pri Lorentzovej transformécii nemeni. Oba pristupy

porovnava priklad 25.

Udaje na charakteristike. Ak je v celd alebo s¢asti charakteristikou, napriklad tsekom priamky
x — ct = 1y, je situdcia Gplne ind. Na nej je u = g1(£) + g2(no), takze hodnoty w na ~ urcia funkciu
g1 az na konStantu. Lubovolnd prie¢na derivdcia, napriklad u, = ¢;(£) + g5(n0), je potom uréend az
na jediné ¢éislo g5(no), a preto ju nemozeme zadat nezévisle. Aj ked si udaje zlucitelné, o funkcii go
okrem jej hodnot v bode 79 nevieme nic¢ a rieseni je nekonec¢ne vela. Presne to sme videli v casti 2.2:
na charakteristike Cauchyho tudaje neurcuju druhé derivacie rieSenia.

Na charakteristike teda mozeme zadat iba jednu funkciu. Ak ju zaddme na dvoch charakteristikach

roznych rodin, dostaneme Goursatovu tlohu. Zadajme napriklad
u(z,xz/c) = a(x) prex >0, wu(r,—z/c)=p(x)prex <0, «0)=7p(0), (3.118)

teda hodnoty na polpriamkach n = 0 a £ = 0, ktoré vychadzaji z pociatku do kladnych ¢asov. Na
prvej je u = g1(2z) 4+ ¢2(0) a na druhej u = ¢1(0) + g2(2x), odkial

(i, t) :a(x;d> +5(x_26t> —a(0) . (3.119)

Riesenie je jednoznacne urcené v klinovitej oblasti ¢ > |z|/c medzi oboma charakteristikami, v ktorej
je &> 0an<0. Kazdd z dvoch charakteristik, ktoré prechddzaji bodom tejto oblasti, pretne prave
jednu z polpriamok s idajmi. Goursatova tloha méa zmysel aj pre rovnice, ktoré sa od vlnovej lisia len

¢lenmi nizsieho rddu a maju preto rovnaké charakteristiky (priklad 26).

Casupodobné krivky. Krivke, ktord je viade strmsia ako charakteristiky, napriklad priamke z = 0,

hovorime ¢asupodobna. Zadajme na nej
u(0,t) = f(t), wuy(0,t)=h(t), teR. (3.120)

V jednom rozmere st v rovnici uz, — ¢ 2uy = 0 premenné x a ct rovnocenné, takze ten isty vypocet

ako v casti 3.1.2 s vymenenymi tilohami x a ct da

1 t+x/c
w(z,t) = = {f (t+ x) +f <t— x)] + E/ ds h(s) . (3.121)

2 C c 2 t—x/c
Dosadenim sa lahko overf, Ze u(0,t) = f(t) a u;(0,t) = h(t). Uloha je dobre polozend a fyzikilne
hovori, ze ak v jednom bode struny pocas celého ¢asu meriame vychylku a jej sklon, teda aj prieénu
silu, ktorou na seba posobia susedné casti struny, pozname pohyb celej struny. S okrajovymi tilohami

z Casti 3.1.3 to nie je v rozpore. Tam sme na polpriamke x > 0 zadavali pociatoéné podmienky v
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Case t = 0 a na hranici x = 0 len jednu podmienku. Riesenie, a teda aj druhd z velicin u(0,t) a
uz(0,t), je tam urcené uz pociatoénymi podmienkami a jednou okrajovou podmienkou, takze druhu
zadat nemozeme.
Vo viacerych rozmeroch je situdcia ind. Pre vlnovi rovnicu ug = ¢ (uge + Uyy) s Udajmi na rovine
x = 0 uvazujme funkcie
w2

1
up(x,y,t) = ” cos(wt) cos(ny) sinh(ppx) ,  pn =/n% — R (3.122)
n

kde w je pevné a n > w/c. Dosadenim sa overi, ze st to riesenia. Na rovine z = 0 je u, = 0 a Oyu, =
cos(wt) cos(ny)/n, takze pre velké n st tdaje Tubovolne malé, kym rieSenie v Iubovolnej vzdialenosti
x > 0 rastie ako e#"*/(2npuy,) nad vSetky medze. Je to rovnaky priklad, aky pre Laplaceovu rovnicu
uvidime v kapitole 6 (Hadamardov priklad). Pre rieSenia, ktoré pozdlz roviny & = 0 kmitaji rychlejsie,
nez dovoluje frekvencia w, sa rovnica v smere x sprava ako eliptickd a namiesto viny dostaneme
exponencialne rastice alebo tlmené riesenie, podobne ako pri evanescentnych vinach pri iplnom odraze

svetla. V jednom rozmere takéto riesenia nie st, lebo chyba premenna y.

Krivky, ktoré pretnii charakteristiku dvakrat. Ak ma krivka v okrem priestorupodobnych
usekov aj ¢asupodobné, ako na obrazku 23 vpravo, niektora charakteristika ju pretne v dvoch bodoch
Q1 a Qs. Udaje v kazdom bode krivky uréuji hodnoty u, a u¢ a tym aj derivicie g = % (ug +u¢/c) a
gh = % (uz — ug/c) ako v (3.110). Udaje v bodoch Q1 a Qs preto uréuji derivéciu tej istej funkcie v tom
istom bode a musia byt navzijom zviazané. Pre vSeobecné tudaje preto riesenie neexistuje. Fyzikalne
je to pochopitelné, lebo body ()1 a ()2 spaja charakteristika, po ktorej sa siri signal rychlostou ¢, a
udaje v neskorsom z nich st ovplyvnené idajmi v skorsom.

Krajnym pripadom je uzavretd krivka, ktort kazda charakteristika prechddzajica jej vnitrom
pretne dvakrat. Pri vinovej rovnici preto nemé zmysel zadavat tdaje na celej hranici ohranicenej
oblasti, ako to budeme robif pri Laplaceovej rovnici v kapitole 6. Nepomoéze ani to, ak na hranici
zaddme iba jednu podmienku. Funkcia u = sin(7x) sin(wct) riesi vlnovid rovnicu a je nulova na celej
hranici obdlznika 0 <z <1,0<t<1/e takze Dirichletova tloha pre vlnovi rovnicu v obdizniku

nema jediné riesenie.

Rovnica vedenia tepla. Pri rovnici vedenia tepla (3.75) st charakteristikami priamky ¢ = const.
Priamka ¢ = 0 je teda sama charakteristikou, a preto na nej zadavame iba jednu funkciu, rovnako ako
pri vlnovej rovnici na charakteristike. Krivka, ktora nie je nikde vodorovné, je necharakteristicka a

podla cCasti 2.2 by sa na nej dali zadat dve funkcie. Zadajme ich na priamke z = 0,
u(0,t) = f(t) , wugy(0,t) =h(t). (3.123)
Riesenie mozeme hladat v tvare mocninového radu u = Y, an(t)z™. Z rovnice kuz, = u; dostaneme
rekurentny vztah k(n + 2)(n + 1) ap42 = a}, so zac¢iatoénymi ¢lenmi ag = f, a1 = h, a teda
o0 (m) t) p2m h(m) t p2m+l
Em o (2m)! Em o (2m +1)!

m=0

(3.124)
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Pre analytické funkcie f a h rad konverguje a déva riesenie, ako to zarucuje Cauchyho—Kovalevskej

veta. Uloha v8ak nie je dobre polozend. Funkcia

1 , NI 1 /ien
uy(z,t) = » Re et (H)Vw/ @k e w/CR)@ cog (wt + 1/% a:) (3.125)

riesi rovnicu vedenia tepla, lebo ((1 + Z)W)z = iw/k. Na priamke x = 0 je u, = cos(wt)/w a
Oz, mé amplitidu 1/ Vkw, takze pre velké w st tdaje fubovolne malé. Vo vzdialenosti x = L viak
mé rieSenie amplitidu eV w/(2k) Jw, ktord rastie nad vsetky medze. Je to ta istd nestabilita ako pri
spatnej tlohe v odseku o nezvratnosti v ¢asti 3.2.

Fyzikdlne pozname tu istu vec z opacnej strany. Ak sa teplota na povrchu x = 0 meni periodicky
s frekvenciou w, rieSenie, ktoré v hibke # > 0 ostdva ohranicené, jee”V w/(2k) @ g (wt — Vw/(2k) x)
Kmity teploty sa teda tlmia na hibke rddovo V2k/w, a to tym rychlejsie, éim je ich frekvencia vysSia,
presne ako elektromagnetické pole vo vodici pri povrchovom jave (skinefekte). Pre podu s teplotnou
vodivostou k ~ 5 - 107" m? /s preniknti denné zmeny teploty len do hibky asi 12 cm a roéné asi do 2m
(priklad 27). Z teploty a toku nameranych v hibke preto rychle zmeny teploty na povrchu prakticky
nezrekonstruujeme, lebo st1 v merani exponencidlne potlacené. Takéto inverzné tilohy vedenia tepla

sa v praxi riesia, ale len pre pomaly sa meniace idaje alebo s dalsimi predpokladmi o ich hladkosti.

Parabolicka hranica. Pri rovnici vedenia tepla je teda prirodzené zadavat na hranici oblasti len

jednu podmienku. Na ktorych castiach hranice, ukdze princip maxima z casti 3.2.3. Uvazujme oblast
D={(z,t) : alt) <z <b(t), 0<t<T} (3.126)

so spojitymi funkciami a < b, teda ty¢, ktorej konce sa moézu pohybovat. Dékaz principu maxima z
¢asti 3.2.3 prejde bez zmeny. Pre funkciu w = u+ e2? je wy — k wyy = —2ke < 0, takZe w nemdze mat
maximum vo vnutri oblasti ani na jej hornej strane ¢ = T, kde by bolo w; > 0 (na hornej strane ako
jednostranna derivacia) a wy,; < 0. RieSenie preto nadobtida maximum aj minimum na parabolickej
hranici oblasti, ktort tvori spodnd strana ¢ = 0 a bocné strany = = a(t) a z = b(t). Odtial ako
v casti 3.2.3 vyplyva, ze zadanim w na parabolickej hranici je rieSenie urcené jednoznacCne a spojite
zavisi od idajov. Na hornej strane nesmieme zadavat nic, lebo to by bola spéatna tiloha. Bo¢né strany
pritom nemusia byt zvislé. Ak niektora z nich nahradime napriklad sikmou priamkou, tiloha s jednou
podmienkou na nej ostane dobre polozena, kym Cauchyho udaje na nej vedd k podobnej nestabilite
ako na priamke x = 0. Oblasti s pohyblivymi koncami sa vyskytuji napriklad pri topeni Tadu, kde
sa hranica medzi vodou a ladom pohybuje (Stefanova tiloha). Tam vsak poloha hranice nie je vopred
zndma a urcuje ju dalSia podmienka na hranici, podla ktorej teplo, ktoré k nej prudi, spotrebuje

topenie.

Zhrnutie. Privlnovej rovnici patria Cauchyho tidaje na priestorupodobné krivky a v jednom rozmere
aj na casupodobné. Na charakteristiku patri iba jedna funkcia a na krivke, ktord pretne niektora
charakteristika dvakrat, si idaje preurcené. Pri rovnici vedenia tepla patri na kazda ¢ast parabolickej

hranice jedna podmienka a Cauchyho tidaje na necharakteristickej krivke vedti na tlohu, ktord nie
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je dobre polozend. V kapitole 6 uvidime, ze pri eliptickych rovniciach, ktoré realne charakteristiky
nemaju, patri jedna podmienka na celd uzavreti hranicu oblasti a Cauchyho tloha opét nie je dobre
polozena. Typ rovnice z kapitoly 2 teda neurcuje len spravanie rieseni, ale aj to, aké udaje k rovnici

patria.

Priklad 25. Najdite riesenie vinovej rovnice s idajmi
u(z,az) = ¢(z) , w(r,ax)=0 (3.127)

na priamke t = ax s |a| < 1/¢, raz zo vzorca (3.115) a raz Lorentzovou transforméciou s rychlostou

v = c?a. Ako sa sprava tzky pulz ¢? O

Vysledok. S oznacenim f =cajea= (z—ct)/(1—0), b= (x+ct)/(1+ ) a

u(m,t):1;5¢(ﬂi:§>+1;5¢(‘§1‘;> . (3.128)

V ststave, ktord sa pohybuje rychlostou v, st udaje zadané v case t' = 0 a je u(2',0) = ¢(Ax) a

up (2',0) = v p(Az’). Profil tam teda ma nenulovii pociatocni rychlost, a preto sa pulz nerozdelf
na dve rovnaké polovice ako v ¢asti 3.1.2. Pulz, ktory bezi doprava, mé (1 — )-nasobnu Sirku a vysku
(1—p)/2 (vzhladom na p6vodny pulz), pulz beziaci dolava mé (14 3)-ndsobnu $irku a vysku (1+3)/2.

Pre a = 0 dostaneme dve rovnaké polovice.

Priklad 26. Kleinova-Gordonova rovnica uy — ¢tz +m?u = 0 sa od vlnovej rovnice 1i5i len ¢lenom
bez derivacii, takze ma rovnaké charakteristiky. Rieste pre niu Goursatovu tlohu s iidajmi v = 1 na
oboch charakteristikach x = +ct, t > 0. ]

Navod. V stradniciach (3.10) m4 rovnica tvar ug, = pu s u = m?/(4c?). Hladajte riesenie v tvare

u = f(s), kde s = £n, a funkciu f ako mocninovy rad s f(0) = 1.

Vysledok. Pre f dostaneme rovnicu sf” + f' = uf arad f(s) = 30° ,(us)™/(n!)?. V oblasti t > |z|/c

2 _ ¢%t? <0 a rieSenie je

u(x,t) — i ((;'1)): <m2 (Cgl‘f2 — x2)>n =Jo <m1 /c242 — $2> , (3.129)
n=0 :

4c?

jes=x

kde Jy je Besselova funkcia, s ktorou sa stretneme v kapitole 7.

Priklad 27. Teplota povrchu pody sa pocas roka meni priblizne ako u(0,t) = Ty + A cos(wt), kde
w = 27/(1rok). Pédu povazujte za polpriestor > 0 s teplotnou vodivostou k =~ 5-10~7 m?/s. Najdite
ohranicené rieSenie, ktoré je periodické v ¢ase. V akej hibke klesne amplittida roénjch zmien teploty
na 1% amplitidy na povrchu a v akej hibke je teplota v protifize s povrchom? Preco byva v pivnici

v lete chladno a v zime teplo? O
Vysledok.

2k
w(a,t) =Ty + Ae "/ cos (wt — 2) , =1/ —~22m. (3.130)
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Amplitida klesne na 1% v hibke d1n 100 ~ 10 m. V hibke nd ~ 7m je teplota v protifize s povrchom,
takze najteplejsie je tam v zime, ale amplitida je len e & 4 % povrchovej. V hibke pivnice, asi 2,5m,
je amplituda priblizne tretinové a maximum sa oneskori asi o dva mesiace, takze teplota je tam pocas

celého roka blizko ro¢ného priemeru.

77



4 Teoéria distribucii

V kapitole 3 sme odvodili vzorce pre riesenia vlnovej rovnice a rovnice vedenia tepla, d’Alembertov
vzorec (3.25) a Poissonov vzorec (3.84). Pri ich odvodeni sme predpokladali, ze funkcie, ktoré do nich
vstupuju, su dostatoc¢ne hladké. Hned potom sme vsak zistili, Ze samotné vzorce sa daja pouzit aj pre
funkcie, ktoré hladké nie s, ba dokonca ani spojité. Prikladom je pociatocnd podmienka so skokom
(3.95) z Casti 3.3. Zaujimat sa o rieSenia v takych pripadoch malo zmysel a niekedy sme si poradili tak,
Ze sme nespojita funkciu nahradili postupnostou hladkych funkcii, ktoré k nej konverguja, a pozreli
sa na limitu prislusnych rieseni.

Teraz by sme tomu chceli dat formalnejsi charakter a vybudovat aparat, v ktorom sa takéto vy-
pocty daju robit poriadne. Zavedieme pojem distribtcie, teda zovSeobecnenej funkcie. Distribicie
nebudu definované pobodovo, ich hodnota v jednom bode nebude mat zmysel. Budu existovat iba v is-
tom lokalne spriemerovanom zmysle: o distribiicii budeme vediet len to, aké st jej priemery s hladkymi
vahovymi funkciami. Podobne sa na veli¢iny pozerd aj fyzika, lebo kazdy pristroj meria s kone¢nou
rozliSovacou schopnostou, a teda vzdy len nejaky priemer. Aparat bude zaujimavy aj z fyzikdlneho
hladiska, lebo sa v nom podari dobre zadefinovat objekty lokalizované v jednom c¢asovom okamihu
alebo v jednom bode priestoru, napriklad silu okamzitého tderu alebo hustotu bodového naboja.

Budeme pracovat v priestore R” a funkcie budi definované na celom R™. Na rozdiel od ostatnych
kapitol budeme body R" pisat bez sipky, x € R". V tejto kapitole budeme totiz ¢asto pisat vyrazy ako
9%, % alebo f,, ktoré by $ipky zbyto¢ne zatazovali. Ci ide o bod R”, alebo o jednu stradnicu, bude
vzdy jasné z kontextu. Priestor R™ so sebou nesie velmi vela struktary, napriklad posunutia a linearne
transformacie, a ti budeme pri operaciich s distribiciami vyuzivat. Samotna definicia distribicii jej
vsak potrebuje ovela menej a vsetko, ¢o povieme, by sa dalo preniest aj na funkcie definované iba na
otvorenej podmnozine ) C R™. My sa pre jednoduchost obmedzime na cely R".

V casti 4.1 zavedieme priestor testovacich funkcii a distribicie ako spojité linedrne funkcionaly na
nom. V casti 4.2 ukdzeme, ako sa s distribiiciami pocita, najmé ako sa derivuju. V casti 4.3 zmenime
triedu testovacich funkcii tak, aby sa dala zadefinovat Fourierova transformécia distribucii. To bude
hlavny nastroj v kapitole 5, kde pomocou neho vyriesime vlnovii rovnicu a rovnicu vedenia tepla vo

viacerych rozmeroch.
4.1 Distribtcie na funkciach s kompaktnym nosicom

4.1.1 Priestor testovacich funkcii D

Distribticiu budeme poznat podla toho, ako posobi na vhodné testovacie funkcie. Najprv preto musime
povedat, ktoré funkcie budi testovacie. Na to potrebujeme pojem nosica. Nosi¢om funkcie f(x)

nazyvame uzaver mnoziny bodov, v ktorych je funkcia nenulova,

supp f ={x € R*: f(z) #0}. (4.1)

V anglickej literature, s ktorou sa budete stretdvat najCastejsie, sa nosi¢u hovori support, a odtial

pochéddza aj oznacenie supp. Nosi¢ je najmensia uzavretd mnozina, mimo ktorej je funkcia nulova,
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teda f(z) = 0 pre vsetky x € R™\ supp f. O funkcii povieme, ze ma kompaktny nosic, ak je jej nosic
kompaktna mnozina. Kedze nosi¢ je vzdy uzavrety, v R™ to znamena, Ze je ohraniceny, teda existuje
C také, ze f(x) = 0 pre vSetky |z| > C.

Priestor testovacich funkcii D tvoria funkcie ¢(z), ktoré maji kompaktny nosi¢ a maji spojité
derivacie vsetkych rddov, teda patria do C*°(R"™). Treba ocenit, aké tazké je splnit obe podmienky
naraz. Nesplni ich napriklad Ziadna analytickd funkcia okrem nuly, lebo analytickd funkcia, ktord je
nulové na nejakej otvorenej mnozine, je nulova vsade. Testovacimi funkciami teda nie st polynémy ani

gaussovska funkcia e~l* . Prikladom testovacej funkcie je

1
e Pzl <1,

T(x) =
0, |z[>1.

(4.2)

Rozmyslite si, ze mé naozaj spojité derivacie vsetkych rddov. Jedinym problematickym miestom je

sféra |z| = 1. Kazd4 derivicia funkcie T je viutri gule tvaru P(z) (1— |z|2) ™ e~/ (=l

s polynémom
P a prirodzenym ¢islom m a pri priblizeni k sfére ide k nule, lebo s ™e=1/5 5 0 pre s — 01. Nosi¢om
funkcie T' je pre n = 1 interval [—1, 1], vSeobecne uzavreta jednotkova gula. Z nej sa potom daju
roznymi operaciami budovat dalSie testovacie funkcie, napriklad nasobenim polynémom alebo inou
funkciou z C*°(R"™), postvanim a natahovanim, 7'((z — a)/e).
Dalej potrebujeme vediet, kedy postupnost testovacich funkeif konverguje. Najprv zavedieme ozna-
Cenie. Pre a = (aq,...,ay), kde a; st nezdporné celé ¢isla, piseme
Op=01"...00mn¢, a%=aft...a)r, |lal=a1+...+a,. (4.3)

n

Takej n-tici hovorime multiindex a ¢islo |a| je rad derivacie. Mnozinu vSetkych nezédpornych celych
¢isel NU {0} budeme oznacovat Ny, takze a € Nij, a B(z, R) bude gula s polomerom R a stredom
z. Povieme, Ze postupnost testovacich funkcii ¢ konverguje v D k funkcii ¢, ak nosice vsetkych
funkcii ¢y, lezia v jednej spolo¢nej guli, teda existuje R také, Ze supp ¢ C B(0, R) pre vSetky k, a ak

vsetky parcidlne derivacie funkcii ¢ konverguji rovnomerne k prislusnym derivaciam funkcie ¢,
0% =2 0% VYaeNg. (4.4)

Je to velmi silnd podmienka. Nebudeme to potrebovat, ale spomenme, ze pre funkcie s nosicom v

pevnej guli je to konvergencia vo vsetkych norméach

lelm= > max [0%p(z)| , meNo. (4.5)

Topolégia na celom priestore D, ktora vedie k tejto konvergencii, je o nieco zlozitejsia a nebudeme ju

potrebovat.

4.1.2 Distribucie ako linearne funkcionaly na D

Teraz sme pripraveni zadefinovat distribticie. Priestor distribticii D’ je, ako naznacuje oznacenie,

dudlny priestor k priestoru D, teda priestor linearnych spojitych funkcionélov na D. Distribucia f € D’
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priradi kazdej testovacej funkcii ¢islo®,

i DoR, o flo] = (f,0), (4.6)

pricom
(fro1+Ap2) = (f,01) +A(fr2) s o=@ = (fo0) = (fr9) (4.7)
kde konvergencia ¢, — ¢ je konvergencia v D. Podmienka (4.4) je taka silnd, ze spojitost je pre
linedarny funkcional velmi slaba poziadavka. Nespojité linedrne funkcionaly na D sice existuju, ich

existencia sa vSak dd dokazat len nekonstruktivne (pomocou axiémy vyberu) a nikdy ich nestretneme.

Prikladmi distribucii st funkcionaly

(F0) = wla), (f,¢)= /V @z o), (f0) = Oipla) | (4.8)

kde a je pevny bod v R™ a V pevna oblast v R”. Linearita je zrejma. Spojitost vyplyva z rovnomer-
nej konvergencie (4.4) a pri integrali aj z toho, Ze nosice funkcii py lezia v spolo¢nej guli. Naopak
funkcionaly

pla) o) . [ dw @) (4.9)

distribiiciami nie si, lebo nie s linearne.
Konvergenciu v priestore D’ budeme definovat v slabom zmysle. Povieme, Ze postupnost distribtcii

fr konverguje k distribucii f, ak

B2 e (fup) = (f.p) VeeD. (4.10)

Vzhladom na takto definovant konvergenciu je priestor D’ tiplny. Ak je postupnost ¢isel (fi, ) cau-
chyovskd pre kazdé ¢ € D, existuje f € D' také, ze fj W f. Limitu stac¢i zadefinovat vztahom
(f,¢) = limg_oo(fx, ). Takto zadefinovany funkciondl je zrejme linedrny. Netrividlne je, Ze je aj
spojity, a to dokazovat nebudeme.

Medzi distribtuciami su aj také, ktoré sa od obycajnych funkcii prilis nelisia. Funkciu ¢ nazyvame
lokalne integrovatelnou, ak je integrovatelnd na kazdej kompaktnej podmnozine svojho defini¢ného
oboru. To neznamend, ze je integrovatelna na celom definiécnom obore. Napriklad funkcia 1/x je lokélne
integrovatelnd na intervale (0,1), hoci na nom integrovatelnd nie je. Na celej priamke vsak lokélne
integrovatelna nie je, lebo nie je integrovatelnd na ziadnom intervale, ktory obsahuje nulu. K tejto
funkcii sa este vratime v casti 4.1.4.

Distribiiciu @ nazyvame regularnou, ak sa dé zapisat ako integral s nejakou lokalne integrovatel-

nou funkciou ®(z),
(@, ) = /d”x@(x)go(:v) . (4.11)

Distribtciu aj funkciu, ktord ju zadava, oznacujeme rovnakym pismenom a odtial pochadza aj ozna-

Cenie (f, ), ktoré pripomina skalarny stucin. Integral existuje, lebo ¢ je ohrani¢end a ma kompaktny

8Pri Fourierovej transformécii v éasti 4.3 budeme potrebovat aj komplexné testovacie funkcie a distribticie s komplex-

nymi hodnotami. VSetko v tejto a nasledujiicej casti pre ne plati bez zmeny.
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nosic¢. Takto zadany funkcional je zrejme linedrny a je aj spojity, lebo ak lezia nosice funkcii ¢y v guli
B(0, R), je

(@, 1) — (@, )] < max |pr(x) — ¢()] . d"z[®(x)] = 0. (4.12)

Reguldrne distribticie tvoria v priestore D’ podpriestor, ktory je izomorfny priestoru lokélne integ-
rovatelnych funkcii, ak stotoznime funkcie, ktoré sa liSia len na mnozine nulovej miery, napriklad v
kone¢nom pocte bodov. Také funkcie totiz davaji v (4.11) rovnaky integral, a teda t1d istu distribuciu.
Distribtcia teda ,nevidi“ hodnotu funkcie v jednom bode, ¢o sme uz videli pri Poissonovom vzorci v
casti 3.3. Distribticiam, ktoré nie st regularne, hovorime singularne.

Este niekolko definicii. Dve distribtcie f, g € D’ sa rovnaju, ak

(f,0)=(9,¢) VoeD. (4.13)

Hoci distribticia nema hodnoty v jednotlivych bodoch, mézeme povedat, kde je nulova. Distribucia f

je nulovA na otvorenej mnozine 2 C R", ak
(f,)=0 YoeD, suppp C Q. (4.14)

Nosicom distribicie f nazyvame doplnok najvic¢sej otvorenej mnoziny, na ktorej je f nulova. Da
sa ukazat, ze takd mnozina existuje, je to zjednotenie vsetkych otvorenych mnozin, na ktorych je f
nulova.

Vsimnite si, Ze sme zatial nezadefinovali sic¢in f - g dvoch distribticii z D', a ani to neurobime.

Preco, uvidime v castiach 4.1.4 a 4.2.2.

Priklad 28. Ukazte, Ze nosi¢ regularnej distribiicie zadanej spojitou funkciou je rovnaky ako nosic¢

tejto funkcie?. Ukézte, Ze nosicom é-distribiicie je mnozina {0}. O

4.1.3 Distribucie ako zuplnenie D

Fyzik si §-distribiciu zvycajne predstavuje inak, ako limitu stale uzsich a vyssich impulzov s jednotko-
vou plochou. Aj tento pohlad sa da urobif presnym a vedie k tym istym objektom. Distribicie potom
dostaneme zaplnenim priestoru D, podobne ako realne ¢isla dostaneme ziplnenim racionalnych.

Treba si vsak dat pozor na to, vzhladom na akd konvergenciu. Vzhladom na vlastnii konvergenciu
(4.4) je priestor D uplny. Ak lezia nosice funkcii ¢y v spolo¢nej guli a postupnost kazdej derivicie 0%y,
je rovnomerne cauchyovska, konverguja derivicie rovnomerne k derivaciam hladkej funkcie s nosicom
v tej istej guli, teda k testovacej funkcii. Takéto ziplnenie by ni¢ nové neprinieslo.

Iné situacia je pri slabej konvergencii. Testovaciu funkciu ¥ mdzeme chapat ako regularnu distri-
buciu, (¢, ¢) = [d"z ¥ (x)e(x). Postupnost testovacich funkcii 15 nazveme slabo cauchyovskou, ak

pre kazdé ¢ € D konverguju ¢isla (¢, ¢). Prikladom je postupnost

V(@) = ck"T(kz) , c= ( / d%T(@) o (4.15)

9Pre nespojité funkcie to platit nemusi. Funkcia, ktord je rovnd jednej v bodoch s raciondlnymi stradnicami a nule

inde, mé podla definicie nosi¢ R™, ale zadava nulovu distribtuciu.
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s funkciou T" z (4.2). Po substitucii y = kx dostaneme

(Y, ) = C/d”yT(y) o(y/k) — cw(O)/d"y T(y) = ¢(0) , (4.16)

lebo ¢(y/k) — ¢(0) rovnomerne na nosici funkcie 7. Limita teda existuje pre kazdé ¢, ale nezadava
ju ziadna testovacia funkcia, ba ani ziadna lokalne integrovatelnd funkcia, ako uvidime v casti 4.1.4.
Vzhladom na slabti konvergenciu teda priestor D tplny nie je.

Zuplnenie zostrojime rovnako ako pri redlnych ¢islach. Dve slabo cauchyovské postupnosti ¢y, a ¢y,

nazveme ekvivalentnymi, ak

[ @a (vata) - vi@)ple) + 0 Ve, (4.17)

a novymi objektmi budu triedy ekvivalentnych postupnosti. Kazda trieda zadava funkcional

(f, ) = lim (Pr, ¢) , (4.18)

ktory od vyberu postupnosti z triedy nezavisi. Podla casti 4.1.2 je to linedrny spojity funkcional, teda
distribticia, a plati ¢y w f- Rozne triedy davaju rozne distribicie, lebo postupnosti, ktoré davaja ta
istt distribticiu, st podla definicie ekvivalentné. Na konci Casti 4.2.4 ukazeme, ze takto dostaneme
vsetky distribticie, teda ze kazda distribtcia je slabou limitou postupnosti testovacich funkcii. Obe
definicie st preto ekvivalentné a priestor D’ je ztiplnenim priestoru D vzhladom na slabt konvergenciu.

Postupnost (4.15) patri do triedy, ktord zodpoveda d-distribucii.

4.1.4 Priklady distribcii

Ako sme uz povedali, kazda lokalne integrovatelnd funkcia definuje cez (4.11) reguldrnu distribuiciu.

Casto budeme stretdvat funkciu, ktord je rovna jednej na danej mnozine K C R” a nule mimo nej,

1, z€e K,

0 sEK. (4.19)

Ok (2) = {
V jednom rozmere s mnozinou K = (0, co) dostaneme Heavisideovu funkciu, ktort budeme oznaco-
vat jednoducho 6(z). Kedze zaddva reguldrnu distribuciu, medzi funkciou 6 a distribtciou 6 nebudeme
rozliSovat.

Najdolezitejsim prikladom je d-distribticia,
(0,) = »(0) . (4.20)

To uz je singularna, teda ,ozajstnad“ distribicia. UkdZzme to v jednom rozmere. Predpokladajme, ze
existuje lokédlne integrovatelnd funkcia 6(z), pre ktord je [ dzd(z)p(z) = ¢(0) pre vsetky ¢ € D. Pre
e > 0 zoberme p(x) = T(x/e) s funkciou T z (4.2). Jej nosicom je interval [—e,¢] a jej najvacsou

hodnotou je T'(0) = e~! > 0. Postupne dostavame

< T(0) / Cdz|5(2)] (4.21)

—E&

7(0) = [(6.0)] =| | dod(a) T(a/e)
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ateda [©_dz |6(x)| > 1 pre kazdé e > 0. Pre lokélne integrovatelnd funkciu vSak tento integral v limite
€ — 0 ide k nule, a to je spor.
Obcas budeme pisat §(z) alebo dokonca §(x — a), akoby islo o funkciu, a podobne

&/Wxﬂx—@¢@):¢@y (4.22)

Treba to vSsak brat s rezervou. Takyto zapis nam len pomaha pamétat si, v ktorom bode treba tes-
tovaciu funkciu vy¢islit, a hovori iba to, ze distribiicia 6(x — a) priradi funkcii ¢ hodnotu ¢(a). V
¢asti 4.2 uvidime, ze ide o posunutii J-distribticiu. Podobne ak piSeme V2G(z) = d(x — a), chceme
tym povedat, ze

(V2G,0) = p(a) YpeD, (4.23)

kde V2G je derivécia distribiicie G v zmysle ¢asti 4.2.

Coskoro uvidime, ze distribicie, ktoré priraduji funkecii hodnotu jej derivacie v nule, je rozumné
nazyvat derivaciami d-distribucie.

Postupnost reguldarnych distribtcii, ktoré konverguju k d-distribticii, nazyvame d-postupnostou.

Jednu sme uz videli v (4.15). V jednom rozmere s to napriklad postupnosti

2 1
fn(@) = n/2. el <1/n, n — 0o, (4.24)
0, |z[>1/n,
(z) = L t— 0" (4.25)
gt \/ﬁ ) 9 .
1y
hy(x) = T .1'2 + yg ’ Yy — 0" s (426)
iy () = L SA2) Ao oo (4.27)
T T
pn(x) =npnz), peD, /dl’p(l’) =1, n— oo . (4.28)

Overit, ze naozaj konverguju k 4, je dobré cvicenie. Prvé tri a posledné (pre nezapornt p) st nezaporné,
maju integral rovny jednej a s rastiicim indexom sa sustreduji stale blizsie k nule. Postupnost k) je
ina, osciluje stale rychlejsie a k nule sa nesustreduje. Postupnost g; pozname z kapitoly 3. Funkcia
(3.85), ktorej v kapitole 5 budeme hovorit Greenova funkcia rovnice vedenia tepla, je G(z,t) = gare (),
kde k je teplotna vodivost. Preto G(x,t) s pre t — 0.

Na §-postupnostiach je dobre vidno aj to, preco sme nezadefinovali sic¢in dvoch distribucii. Ak
fn W §, prirodzene by sme ¢akali, Ze f2 bude konvergovat k §2. Pre postupnost (4.24) je vSak podla

vety o strednej hodnote
9 1/n 1
o @@ =" [ dro@) = Dot . e < - (4.29)
1/n n

a pre ¢(0) # 0 to ide do nekone¢na. Postupnost f2 teda nekonverguje a §° nemé rozumny zmysel.
Podobne dopadni aj ostatné nezaporné j-postupnosti.
Funkcia 1/z nie je lokdlne integrovatelna na celej priamke, a preto nezadava reguldrnu distribuiciu.

Integrél [ dx (x)/x pre testovacie funkcie s ¢(0) # 0 v okoli nuly diverguje. Ak vSak z okolia nuly
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vyrezeme symetricky interval, divergencie sprava a zlava sa navzajom zrusia. To vedie k distribucii

hlavnej hodnoty (anglicky principal value),

(PV;,QO) = lim dz P _ /Ooo dxw . (4.30)

e—0t+ |1“>g x

Druhy tvar dostaneme, ked v integréli cez x < —e substituujeme  — —x a spojime ho s integralom cez
x > . Integréal v iom uz existuje, lebo podla vety o strednej hodnote je |p(z) — o(—z)| < 22 max |¢/|

a integrand je ohraniceny. Ak lezia nosice testovacich funkcii v intervale [— R, R], dostaneme odhad

’(PVl,go)’ < 2Rmax|¢'(z)] , (4.31)
T T

z ktorého vyplyva spojitost. Pre testovacie funkcie s nosi¢om mimo nuly je (PV 1/z,¢) = [dx ¢(x)/z,
takze mimo nuly sa PV 1/x sprdva ako funkcia 1/z. V nule ju vSak bolo treba zadefinovat zv1ast
a hlavnd hodnota je len jedna z moznosti. Ak k nej pripoc¢itame Iubovolny nasobok §, dostaneme
distribuciu, ktora sa mimo nuly sprava rovnako.

Vo fyzike sa hlavna hodnota objavuje najcastejsie vo dvojici s §-distribiciou. Pre € > 0 je funkcia

1/(z £ ie) hladk4 a ohrani¢end a pre € — 01 plati

1 T . 5
= i
T =+ e x2—i-52$ x2 + €2

1
WPV Fins . (4.32)
X

Imagindrna Cast je az na faktor T postupnost hy z (4.26) s y = . Redlna Cast je neparna, takze

T o0 x? T)— p(—x
/d:ﬂmgo(:x):/o d plx) = pl=z) . (4.33)

x
z? + &2 x
Pre ¢ — 07 sa zlomok 22/(2? 4 £2) < 1 bliZi k jednej, integrand je ohranieny a méa ohrani¢eny nosic,
a preto integrdl konverguje k (4.30). Vztahu (4.32) sa hovori Sochockého vzorec (aj Sochockého—
Plemeljov vzorec) a zvykne sa pisat v skrdtenom tvare

1
x £ 10

1
=PV= Fins . (4.34)
X

Stretnete sa s nim pri Greenovych funkcidch, ktoré opisuji odozvu systému iba v budicnosti, pri
disperznych (Kramersovych—Kronigovych) vztahoch a v kvantovej teérii rozptylu pri vyrazoch 1/(E —
H +10).

4.2 Operacie s distribiciami

4.2.1 Zakladna myslienka, nasobenie funkciou a transformacia argumentov

Operécie s distribticiami budeme definovat pomocou operacii s testovacimi funkciami. Majme linedrne
zobrazenie R : D — D, ktoré testovacej funkcii ¢ priradi testovaciu funkciu Ry. Operdciu R’ na

distribuicidch, f +— R’f, potom zadefinujeme tak, Ze R prenesieme na testovaciu funkciu,

(R'f,¢) == (f,Rp) VepeD. (4.35)
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V reéi linedrnej algebry je R’ transponované (dudlne) zobrazenie k R. Funkciondl R’f je linearny,
lebo R aj f su linearne. Ak je R navysSe spojité, teda ak z ¢ — ¢ v D vyplyva Rpr — Ry v D,
je (R'f, o) = (f, Rpr) — (f,Rp) = (R'f, ), takze R'f je spojity funkciondl a takto zadefinovand
distribicia R'f je dobrd distribticia z D’. Samotnd operdcia R’ je pritom vzdy spojitd vzhladom na

slabi konvergenciu v D',

B f = (R fue) = (fis Re) = (f, Rp) = (R'f,¢) , (4.36)

teda R’ f}, Ly f. Operacie zadefinované podla receptu (4.35) sa preto daji zamienat s limitou, ¢o pri
obyc¢ajnych funkcidch, napriklad pri derivovani, vo vseobecnosti neplati.

Ostéva zvolit R tak, aby R’ bolo zovSeobecnenim operacie, ktorit pozndme pre funkcie. Postup
bude vzdy rovnaky. Pozrieme sa, ako sa dana operacia sprava na regularnych distribuciach, najdeme
R, ktoré ju reprodukuje, a definiciu prenesieme na vsetky distribucie.

Takto mozeme hned jednoducho zaviest dve operécie s distribuciami. Prvou je nasobenie fun-
kciou a € C*°(R"). Pre reguldrnu distribiiciu je zrejme (a®,¢) = [d"za®p = (P, ayp), takze zobe-

rieme Ry = ay a podla receptu (4.35) zadefinujeme vynasobent distribuciu

(af,0):=(f,ap) YpeD. (4.37)

Funkcia a musi byt hladkd, inak by ay nebola testovacou funkciou. Distribuciu teda vo vSeobecnosti
nevieme vynasobit napriklad funkciou 6. Pre §-distribiciu dostaneme (ad, ¢) = (d,ap) = a(0)p(0),
teda

ad=a(0)d, xd=0, (4.38)

kde druhy vztah plati v jednom rozmere. Nasobenie funkciou, ktora je v nule nulova, teda d-distribiciu
»zabije‘.

Druhou operéaciou je transforméacia argumentov x — Az + b, kde A je reguldrna matica n x n
a b je konstantny vektor. S transformovanou distribiiciou to bude trochu komplikovanejsie. Pozrime sa
najprv na reguldrnu distribiciu. Substitticiou y = Az + b, teda x = A~ (y — b) a d"z = d"y/| det A|,

dostaneme )

[ a oA + bpta) - ol [ayew) ety -1) . (4.39)

Ak teda chceme najst distribuciu, ktora prislicha funkcii ® transformovanej cez A, b, musime testovacie

funkcie transformovat inverznou transformaciou a vynasobit faktorom 1/|det A|. Tato definiciu potom

prenesieme aj na singularne distribtcie,

(f(Az +b), ) := (f, |deltA|(p(A1($ — b))) VoeD. (4.40)

Pre posunutie, teda A = I a b = —a, dostaneme (§(z — a), ) = (6, ¢(x + a)) = ¢(a), a to je presne
vyznam zapisu 0(x — a) z Casti 4.1.4. Pre zmenu mierky, A = X a b = 0, dostaneme (6(A\z), ) =
(0,(x/A))/IA[" = ¢(0) /A", teda

SOz) = ‘;’n 5(z) (4.41)
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V jednom rozmere je Specidlne §(—x) = d(x). Z toho vidno aj to, ze §(x) ma rozmer prevratenej
hodnoty rozmeru svojho argumentu, ¢o sa hodi pri kontrole rozmerov vo fyzikalnych vztahoch.

Vo fyzike sa ¢asto stretneme aj so zapisom d(g(z)), kde g je nelinedrna funkcia, napriklad 6 (E —
E(p)) alebo §(p* — m?). Nejde uz o linedrnu transformdciu argumentu a vyraz treba zadefinovat
zvlast. Nech je g hladka funkcia jednej premennej, ktord ma v kazdom ohrani¢enom intervale konec¢ne
vela nulovych bodov z; a vSetky st jednoduché, teda g(z;) = 0 a ¢'(z;) # 0. Za §(g(z)) zoberieme
limitu funkeii f,(g(z)), kde f,, je d-postupnost (4.24). Pre velké n je f,(g(x)) na nosiéi testovacej
funkcie nenulovd iba v malych okoliach U; bodov x;, lebo mimo nich je tam |g| zdola ohrani¢end

kladnym ¢islom. Na okoli U; je ¢ monoténna, takze mozeme substituovat y = g(z), de = dy/|¢'(z)], a

[ o lateet) = [ a1y 50 o 2 (1.2

kde z(y) je inverzna funkcia ku g na U;. Preto

og(@) =

dostaneme

oz — x;)
|9’ ()]
Napriklad (2% —a?) = [§(z—a)+5(z+a)]/(2]a|) pre a # 0. Pre linedrnu funkciu g(z) = Az dostaneme

spat 0(Az) = d(z)/|A|.

(4.43)

4.2.2 Derivacie distribucii

Najdolezitejsou operaciou, s ktorou sa budeme stretdvat, bude derivacia distribtcie. Derivovanie dis-

tribtcii budeme oznacovat D, derivovanie funkcii 0. Pre funkcie a multiindex o € Njj mame
o 0% =07"...0n"p . (4.44)

Ak mé funkcia ® spojité derivicie az do radu ||, mozeme ju derivovat klasicky. Integrovanim per

partes dostaneme
/ & 0 (z) p(x) = (—1)le! / & B(x) 0%p(x) = (—1)(@,0%) | (4.45)

lebo ¢ mé kompaktny nosi¢ a hraniéné ¢leny vypadni. Derivécii teda v recepte (4.35) zodpovedd

R=(-1) l2lge. Podobne ako pri transformdcii stiradnic prenesieme tito definiciu na vietky distribucie,
(Df,) = (—1)l*l(f,0%) VeeD. (4.46)

Kedze 0% je opéit testovacia funkcia, kazda distribtcia méa derivacie vsetkych radov. Pre funkcie
S0 spojitymi derivaciami sa distribu¢na derivicia zhoduje s obycajnou. V jednom rozmere budeme
deriviciu distribucie pisat aj s ¢iarkou, f/ = Df.

Ako priklad zderivujme funkciu 6 v jednom rozmere,

(0.0) = ~(0.¢') = [ et} @) == [ doglla) = = o =00) = (B, (2a7)

¢im sme dostali

o =6 (4.48)
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v zmysle rovnosti distribticii. Rozmyslite si, ako by tento vypocet vyzeral pomocou postupnosti spoji-
tych funkcii, ktoré konverguja k 6. Dobre si tiez premyslite, ¢o sme vlastne dostali. Ako funkcia nema
0 v bode 0 derivaciu, lebo je v nom nespojita. Ako distribtcia vSak deriviaciu ma a jej derivaciou je
singuldrna distribticia §. Pociato¢nd podmienka so skokom (3.95) z casti 3.3 je ¢ = 1 — 0, a teda jej

derivacia je —¢, ako sme tam tvrdili.
Priklad 29. Néjdite derivaciu funkcie |z| ako distribucie. O
Vysledok. |z|' =260 — 1.

Podobne mozeme zderivovat lokdlne integrovatelni funkciu In|z|. Na polpriamkach |z| > ¢ ju

integrujeme per partes a dostaneme

((Im]z])', ) = = lim dz In|z|¢'(x) = lim |lne (p(e) — p(—¢)) + dx ¢lz)

e=07 J|z|>e e—0t |z|>e Y

(4.49)

Prvy clen ide k nule, lebo |p(e) — p(—¢)| < 2e max |¢| a elne — 0. Druhy je hlavnd hodnota (4.30),
takze

(In[2]) = Pvé . (4.50)

Hlavna hodnota je teda derivaciou lokédlne integrovatelnej funkcie, rovnako ako mimo nuly je 1/z
derivaciou funkcie In |z|.

Dalsim prikladom je derivicia d-distribicie,

(0, 0) = =(0,¢") = =¢/(0) . (4.51)

Derivacia d-distribicie teda naozaj zodpoveda vycisleniu derivacie testovacej funkcie v nule, ako sme
slibili v casti 4.1.4. Aj ¢’ mé nosi¢ v bode 0 a nie je tazké rozmysliet si, ze kazdd vyssia derivacia,
(6®), ) = (=1)kp*)(0), a kazda distribtcia v tvare

f= Z Cr 5(k) (4.52)
k=0

maé nosi¢ v bode 0.
Suvislost medzi derivovanim J-distribiicie a singularnostou zachytava pojem radu distribicie. Dis-
tribtcii 8 stadf poznat hodnotu testovacej funkcie, distribtcii 8%) jej k-tu deriviciu. Povieme, ze

distribticia f ma rad nanajvys m, ak pre kazdu gulu B(0, R) existuje konstanta C' také, Ze

((f o)l < Cllgllm =C ) max[0%(z)] VYo eD, suppp C B(0,R), (4.53)

laj<m
s normami (4.5). Rddom distribticie je najmensie také m. Reguldrne distribiicie a ¢ maji rad 0 (pre
reguldrne distribiicie to ukazuje odhad (4.12)), 6*) m4 rad k a PV 1/z mé podla (4.31) rad nanajvys
1. To, ze rad ) nie je mensi ako k, ukazu funkcie p(z) = e¥o(z/¢c), kde o je testovacia funkcia s
o®)(0) = 1. Pre ne je (6, ¢) = £1, kjym ||¢|[x—1 — 0 pre € — 0. Kazd4 derivicia zvysi rad nanajvys
o jedna, lebo (D%f,p) = £(f,0%p). R4d teda meria, kolko derivacii testovacej funkcie distribuicia
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»potrebuje“, a v tomto zmysle aj to, akd je singuldrna. Zo spojitosti sa da ukazat, ze na kazdej
ohrani¢enej mnozine ma kazd4a distribticia koneény rad, takze distribticia s kompaktnym nosicom ma
kone¢ny rad. Na celom R™ to platit nemusi. Napriklad 332 §*) (2 — k) je distribiicia, lebo na kazdi
testovaciu funkciu pdsobi len konecne vela ¢lenov, ale v okoli bodu k£ ma rad k.

Plati aj opacné tvrdenie k tomu, ¢o sme povedali pod (4.52): kazda distribucia, ktorej nosi¢om je
bod 0, sa da zapisat v tvare (4.52), kde m je jej rdd. Doékaz v jednom rozmere nazna¢ime. Zvolme
testovaciu funkciu x, ktora je rovna jednej na intervale [—1,1] a nulovd mimo intervalu (—2,2). Taka
existuje, napriklad x(z) = ffé% dya(x — y) s funkciou 13 z (4.15) pre n = 1. Pre € € (0, 1] ozna¢me
Xe(z) = x(z/e). Kedze nosicom f je bod 0 a funkcia (1 — x.)¢ je nulova na okoli nuly, je (f,¢) =
(f, xe) pre kazdé e. Testovaciu funkciu rozvinieme do Taylorovho radu,

m k

p(z) =3 eM(0) T + () , (4.54)
= k!

r(j)($)| < C|x|m+1_j pre 7 < m. Potom

kde pre zvysok plati

m :Uk
(f.9) = > M) (f, X k,,) +(fxer) (4.55)

k=0
lebo pri polynomialnych ¢lenoch moézeme . z rovnakého dévodu nahradit funkciou . Posledny ¢len
odhadneme pomocou (4.53). Derivécia (x.7)") je si¢tom élenov tmernych e ~x 9 (z /) rU=9 (z), ktoré
st nenulové iba pre |z| < 2¢, a tam st v absoltitnej hodnote nanajvys tmerné e ‘g™ +1=J+i = gm+1=J,
Pre j < m teda ||xcr||m < C'e — 0. KedZze (f, xer) od € nezavisi, je nulovy, a dostdvame

m m _1\k
(F0) = 3 e (-1)FeP(0) = 3 e (69, 0) ;e = ¢ kl,) (f.xak) . (4.56)
k=0 k=0 ’

Vo viacerych rozmeroch je postup rovnaky a dostaneme f = Z‘ al<m ca D).

Ako priklad najdime vsetky distribucie v jednom rozmere, ktoré splnaji rovnicu zf = 0. Ak ma
© nosi¢ mimo nuly, je aj ¢/x testovacia funkcia a (f,¢) = (f,z - ¢/z) = (zf,¢/x) = 0. Distribucia
f je teda nulovd mimo nuly, jej nosicom je nanajvys bod 0, a podla prave ukazaného tvrdenia je f =
Sk cr0®). Z pravidla pre deriviciu saéinu dostaneme (26, ) = (—1)*(2¢)*)(0) = (=1)Fk =1 (0),
teda

2 o) = —fstk-1) (4.57)

a Specidlne 26’ = —d. Preto af = — 37351 k cd* =1 o je nula len vtedy, ked ¢, = 0 pre vietky k > 1.
Rovnica zf = 0 mé teda riesenia f = C¢ a ziadne iné. Podobne rovnica xf = 1 ma okrem riesenia
PV 1/x (overte, ze x - PV 1/x = 1) aj vSetky rieSenia PV 1/x + C4d. Delit distribtciou = teda nemozno
jednoznacne, vysledok je urc¢eny len az po nasobok 4. S podobnou nejednoznacnostou sa stretneme pri
hladani Greenovych funkcii pomocou Fourierovej transformacie v kapitole 5.

Teraz vidno aj dalsi dévod, preco sucin dvoch distribiucii nezavadzame. Keby sme vedeli nasobit
lubovoIné dve distribucie tak, aby bol stc¢in asociativny a komutativny a pre hladké funkcie sa zhodoval

s nasobenim z casti 4.2.1, dostali by sme

1 1 1
5= <PV-x>6:PV-(x5):PV-0:O, (4.58)
X xr xr
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¢o je spor.

Priklad 30. N&jdite derivaciu funkcie

—x, <0
d(x) = ’ ’ 4.59
(@) {x—|—2, x>0 ( )

ako distribucie. O

Riesenie. Ked ®(z) derivujeme ako funkciu, dostaneme

-1, <0,

' (z) = ’ (4.60)
1, z>0,

a v nule nedefinovani hodnotu. To je to isté ako derivéicia funkcie |x|. Tieto dve funkcie st vsak nieco

aplne iné a tento rozdiel zachyti distribu¢na derivacia. Pozrime sa na to poriadne. Integrovanim per

partes na kazdej polpriamke zvlast dostaneme

0

dx (—:):)cp’—/ dz (z +2)¢’
00 0

- {(w)wlgoo + /Ooo e S”] - {(m T2l - /000 o 4

o) 0
— 2(0) +/ dz o — / de o= (20— 1+26,0) , (4.61)
0 —00

(DO, ) = —(@.¢) = |

teda D® = 20 — 1 4+ 2§. Vidime, Ze sme dostali cast 260 — 1, ¢o je derivacia v obyc¢ajnom zmysle, a k

nej 29, ¢o zodpoveda skoku funkcie ® v nule o 2. |

Pritomnost § v derivacii funkcie ako distribticie teda hovori, ze funkcia mé v danom mieste skok,
teda nespojitost. Nie je tazké rozmysliet si nasledujice tvrdenie. Majme funkciu f, ktord ma spojiti
derivaciu vSade okrem bodov z; (v kazdom ohrani¢enom intervale nech je ich koneéne vela) a v bodoch
x; ma f aj f' konecné jednostranné limity. Mimo bodov x; m4 funkcia derivaciu f’ v obycajnom zmysle,

ktora v bodoch x; mdze byt nespojita, ale to nevadi. Distribu¢né derivacia funkcie f je potom
Df =+ [f@h) - ;)] 6@ — =) , (4.62)
i

kde f (xfc) st jednostranné limity, takze hranatéd zatvorka je skok funkcie f v bode z;.
Priklad 31. Vyrieste rovnicu f” = 2§ s podmienkou f = 0 na oblasti Q = (—o0,0). O

RiesSenie. Prvy sposob. Mimo bodu 0 je to oby¢ajnd rovnica f” = 0, takze f je na kazdej polpriamke
linedrna funkcia. Na & < 0 je podla zadania f =0 ana z > 0 je f = Ar + B. Funkcia f musi byt
v nule spojitd, lebo inak by podla (4.62) obsahovala f’ ¢len Gmerny & a f” ¢len imerny &', ktory na
pravej strane rovnice nie je. Preto B = 0. Derivicia f/ mé naopak v nule skok velkosti 2, lebo f”
obsahuje 2§. Kedze f'= Aprex >0a f' =0 pre z <0, je A =2 a rieSenim je

2¢, x>0,
f(a:)—{ S (4.63)
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teda f(x) =2x6(x).

Druhy sposob. Kedze 6’ = §, mdzeme rovnicu zapisat v tvare (f’ —26)" = 0. Distribicia s nulovou
derivdciou je konStanta (to sa d& dokdzat, my to vyuZijeme bez ddkazu), takze f' = 20 + C a z
podmienky f =0 pre x < 0 je C = 0. Rovnica f’ = 26 je uz oby¢ajnd rovnica, ktort vieme integrovat
ako pre funkcie, a dostaneme ten isty vysledok.

Ak x chapeme ako cas, je to pohybova rovnica telesa s jednotkovou hmotnostou, ktoré stoji, a v
case 0 don niekto kopne, teda nan kratko po6sobi sila s celkovym impulzom 2. Ako rieSenie dostaneme

rovnomerny priamociary pohyb rychlostou 2, presne ako by sme cakali. Rozmyslite si, ako by to

vyzeralo, keby sme d na pravej strane aproximovali niektorou z d-postupnosti z casti 4.1.4. |
Priklad 32. Vyrieste rovnice f” +w?f =d a f' + kf = 6 s podmienkou f(z) = 0 pre x < 0. O
sinwzx

Vysledok. f(z)=60(z) a f(z) =0(x)e*=,

w

Prvy vysledok mé jednoduchy fyzikalny vyznam. Ak x opét chdpeme ako ¢as, § na pravej strane
sposobi skok derivicie f’ o jedna, podobne ako kopnutie v predchddzajticom priklade. Pre z > 0 je to
teda pohyb volného oscilatora, ktory v case 0 prechadza rovnovaznou polohou jednotkovou rychlostou.
Presne takyto pohyb sme stretli v ¢asti 3.1.2 pri Duhamelovom principe, kde sme riesenie vyntteného
oscilatora poskladali z odoziev na kratke impulzy.

Tu sa dostavame k doleZitej myslienke. Ozna¢me fj rieSenie rovnice f” = §, alebo vSeobecnejsie
rovnice Lf = ¢ s linearnym diferencidlnym operatorom L s konstantnymi koeficientmi. Kedze si
koeficienty konstantné, posunutd funkcia fo(z — z,) riesi rovnicu s pravou stranou §(z — z,). Ak
je prava strana kombinaciou g = >, ¢, 6(z — x,), dostaneme z linearity rieSenie rovnice Lf = g v
tvare f =Y, ¢, fo(x — x;,). Lubovolnd pravu stranu si mozeme predstavit ako ,spojiti“ kombinéciu

d-impulzov, g(z) = [dy g(y)d(z — y), a sicet potom prejde na integral

f@) = [ dygw ol —y) (4.64)
Ak teda pozname odozvu na d-impulz, vieme tymto integralom dopocitat odozvu na fubovolny impulz
g. Pre oscilator s odozvou fy(t) = 6(¢t) sin(wt)/w a silou g(7), ktord pdsobi od ¢asu 0, dostaneme

ot) = /0 LSt =) oy (4.65)

w

teda presne vzorec z Casti 3.1.2. Funkcia 6 v fy obmedzi integraciu na casy 7 < t, odozva teda zavisi
len od sil, ktoré posobili v minulosti. Integral (4.64) je konvoliciou funkcii fy a g, o ktorej budeme
hovorit v casti 4.2.4, a celd myslienku rozpracujeme v ¢asti 5.1 o Greenovych funkciach.

V troch rozmeroch je najdolezitejSou takouto odozvou Coulombov potencidl. Z elektrodynamiky
viete, Ze potencidl bodového néboja q je q/(4mep|z|) a Ze potencial spliia Poissonovu rovnicu V2V =

—p/eo. Hustota bodového néboja je g d(z), takze by malo platit

v2’xl‘ . (4.66)

Ukazme, 7e to naozaj plati v zmysle distribticii. Funkcia 1/|z| je v R3 lokdlne integrovateln, lebo v

sférickych stradniciach je d®z = r2dr dS2, a zadava teda reguldrnu distribticiu. Podla definicie (4.46)
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(derivujeme dvakrat, takze znamienko sa nezmeni) je

1 1 V2

<V2 ,cp) (,V2<p> = lim &y ~7 , r=lz|. (4.67)
|z || =0+ Jr>e r

V oblasti r > ¢ je funkcia 1/r hladk4 a plati v nej V2(1/r) = 0. Na integral pouzijeme druhti Greenovu

identitu

/ Br (uV — V) = j{ dS (udpv — v Opu) (4.68)
\%4 ov

su=1/rav=¢pvoblasti V = {e <r < R}, kde R zvolime tak velké, Ze ¢ je na sfére r = R nulovd
aj s derivaciami. Ostane iba integral cez sféru r = ¢, na ktorej vonkajsia normala oblasti V' smeruje
do stredu, 9, = —0,. Kedze 9,(1/r) = —1/r%, dostaneme

A3z v2

r>¢ r

_ _ljf dS ¢ — %7( dS o . (4.69)
3 r—e & r=¢&

Prvy ¢len je v absolitnej hodnote nanajvys 4me max|Vyp| a ide k nule. V druhom je e72 §dS ¢
rovné 4m-ndsobku priemernej hodnoty funkcie ¢ na sfére r = ¢, ktord pre e — 0 ide k (0). Preto
(V2(1/|z]), ¢) = —4mp(0), a to je (4.66). Funkcia —1/(4r|x|) je teda odozvou na d-impulz pre operator

V2 v troch rozmeroch a potencial lubovolného rozlozenia naboja,

V(z) = — / iy LY (4.70)

4me |z —y|

je presne integral typu (4.64). V kapitolach 5 a 6 sa k tomuto vysledku vratime.

Takto vieme pre I[ubovolny linedrny diferencidlny operator
L= aq(z)d* (4.71)
(0%

s koeficientmi a, € C*°(R"™) zadefinovat jeho pdsobenie na distribucie, Lf = ", aoD*f, lebo derivovat

distribucie a nasobit ich hladkou funkciou uz vieme. Z definicii ndsobenia a derivacie dostaneme

(Lfip) = > (=DIU(f,0%aap)) = (£, LT¢) . LTp= Z 1)l (aae) - (4.72)
@
Operatoru LT hovorime formélne adjungovany operator k L. Pre operdtor s konstantnymi koefi-
cientmi, ktory obsahuje iba derivicie parneho radu, napriklad pre V? alebo pre vlnovy operator, je
LT = L. Rovnicu Lu = f teraz mézeme riesit v zmysle distribtcii. Distribiicia u je jej zovSeobecne-
nym rieSenim, ak
(u,LT) = (f,p) VpeD. (4.73)

Ak je u lokdlne integrovatelnd funkcia, je lava strana obyc¢ajny integral [d"xzu LTy, v ktorom sa
derivacie funkcie u vobec nevyskytuji. Zovseobecnenym riesenim teda moéze byt aj funkcia, ktora
derivacie nema.

Prikladom bude vlnova rovnica. Predtym sa vSak dohodnime na zjednoduseni, ktoré budeme pou-

zivat vo zvysku textu. Vo vlnovej rovnici uy — c?ugy = f budeme klast ¢ = 1. Nestratime tym ni¢, ide
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len o volbu jednotiek ¢asu. Ak namiesto ¢asu t zavedieme premennt 7 = ct, je u; = cur a Uy = c>Urr,

takze rovnica prejde na

Urr — Ugy = ciQ . (4.74)

V premennych (z,7) je teda rychlost Sirenia vin rovn4 jednej, pravéd strana sa vydeli ¢? a pociatocnd
rychlost u¢(x,0) = ¢(x) prejde na ur(z,0) = 1(z)/c. RieSenie tlohy s ¢ = 1 preto sta¢i na konci
prepisat spiat do premennej t = 7/c. Rovnako budeme v rovnici vedenia tepla u; — kug, = f klast

k = 1. Substittcia 7 = kt ju prevedie na u, — uz, = f/k a pociatoénd podmienka sa nezmeni.

Priklad 33. Ukazte, ze funkcia u(x,t) = gi(x +t) + g2(x — t), kde g1 a go st lubovolné lokalne
integrovatelné funkcie jednej premennej, je zovSseobecnenym rieSenim vlnovej rovnice uy — tgpy = 0 v

celej rovine (z,t). O

RieSenie. VInovy operator L = 92 —0? m4 konstantné koeficienty a iba druhé derivacie, takze LT = L.
Mame teda ukazat, ze
/dw dtu(z,t)(pe — Pzz) =0 (4.75)

pre kazdu testovaciu funkciu ¢(z,t). Staéi to ukazat pre ¢len gi(z +t), pre druhy je vypocet rovnaky.
Prejdeme k premennym & = x +t a n = x — ¢, teda k premennym (3.10) s ¢ = 1. Podla (3.12) je
Pit — Pax = —4@en a jakobidn transformacie je [0(€,n)/0(x,t)| = 2, takze dx dt = d§ dn/2. Dostaneme

/dwdtgl(I + ) (ot — Pax) = *Q/dﬁgl(é)/dnan(s%) =0, (4.76)

lebo vnutorny integral je integralom derivacie funkcie s kompaktnym nosi¢om.

V casti 3.1.2 sme vztah (3.14) odvodili pre dvakrat spojite diferencovatelné funkcie g1 a go. V
zmysle distribucii je to riesenie pre Iubovolné lokalne integrovatelné funkcie. Napriklad rieSenie so
skokom (3.97) z casti 3.3 je teda pre ¢ = 1 rieSenim vlnovej rovnice v zmysle distribtcii v celej rovine,
aj na charakteristikich x = +t, na ktorych méa skok. Ako sa v tomto jazyku zadavaju pociatocné

podmienky, ukazeme v kapitole 5. |

Na zaver tejto Casti spomenme jedno tvrdenie, ktoré nebudeme dokazovat. Kazdu distribiciu
f € D' vieme na kazdej ohranicenej otvorenej mnozine zapisat ako f = D*® pre nejaky multiindex
a € Njj a nejaki regularnu distribiciu ®, dokonca zadant spojitou funkciou. Ak méa f kompaktny
nosic, plati to na celom R™. Distribucie teda nie st o ni¢ horsie ako derivacie spojitych funkcii. Takyto

zapis vSak nie je jednoznacny, napriklad
§=0 = =|z|". (4.77)

4.2.3 Tenzorovy sucin distribucii

Medzi distribticiami zavedieme operaciu stc¢inu, ale aby bolo jasné, ze nejde o pobodovy sicéin, nazveme

ju tenzorovy (priamy) suéin. Majme dve distribicie

feD([RY), geD(R™). (4.78)
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Ich testovacie funkcie st funkciami premennych z € R”, resp. y € R™, a budeme to vyznacovat
indexom, f; a g,. Novu distribiciu f, ® g, € D'(R"*™) zavedieme takto,

(Fr @9y 9) = (for (9, 0(@.))) 0 € DR™™) . (4.79)

Distribtcia g posobi na ¢ ako na funkciu premennej y pri pevnom z, vysledkom je funkcia premennej
x a na ti posobi distribicia f.
Na to treba v prvom rade ukéazat, ze to, na ¢o posobi f na pravej strane, je testovacia funkcia,
teda ze
P(x) = (g9y, p(2,y)) € D(R") . (4.80)
Ak je supp ¢ C B(0,R) C R"™™ je p(x,y) = 0 pre |x| > R a vsetky y, a teda aj ¢)(z) = 0 pre || > R.
Funkcia 1) ma teda kompaktny nosic¢. Ostava ukazat, ze ma spojité derivacie vSetkych radov. Oznacme

e1 = (1,0,...,0) jednotkovy vektor v R™ a studujme vyraz

(000 ot +e1,) = ol (4.81)

Funkcie v hranatej zatvorke ako funkcie premennej y konverguji pre ¢ — 0 v D(R™) k funkcii
Or (2, 9), lebo ¢ je hladka funkcia s kompaktnym nosi¢om. Zo spojitosti g preto tento vyraz konver-

guje k (gy, Oz, p(x,y)). Na druhej strane z linearity g dostdvame, Ze sa rovna

1
z [h(z +eer) —¢(x)] , (4.82)
o je diferencny podiel funkcie 1. Derivacia 0,7 teda existuje a plati pre nu

Rovnako dostaneme derivacie lubovolného radu podla lubovolnych premennych a podobnym argumen-
tom aj ich spojitost. Funkcia 1 ma teda spojité derivacie vsetkych radov a je testovacou funkciou.

Treba este overit, ze vysledok nezavisi od poradia, v ktorom distribticie posobia, teda ze plati

(For (90 2@ 0))) = (9, (fr9(2,9)) - (4.84)
Dokézat to pre testovacie funkcie v tvare p1(z)pa(y) je Tahké, obe strany sa rovnaju (f,¢1)(g, ¢2).

Podla vety, ktort nebudeme dokazovat, si linearne kombinacie takychto funkcii husté v priestore
D(R™™) | a z linearity a spojitosti oboch strdn preto dostdvame platnost (4.84) pre vietky .

Pomocou tenzorového sticinu moézeme zadefinovat viacrozmerni d-distribiiciu ako siucin jednoroz-
mernych,

d(z)=96(x1) ®(x2) ® ... ®(xy) . (4.85)

Tenzorovy stcin je spojity v kazdom z ¢initelov, ttto spojitost zdedil zo spojitosti posobenia distribtcii
na testovacie funkcie. Pre reguldrne distribiicie dostaneme (¢ ® ¥)(x,y) = ®(z)¥(y), takze tenzorovy
sucin je zovseobecnenim sucinu funkeii nezavislych premennych. Pobodovy stéin ®(z)W¥(x) nim nie je
a ten pre distribtcie zadefinovat nevieme.

Tenzorovy stcin sa dé derivovat podla premennych jedného z ¢initelov a plati
Di(feg)=(Df)eg, (4.86)

pridom o musi byt taky multiindex, aby derivovanie posobilo iba na prvych n zlozkich R*+™,
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4.2.4 Konvolucia distribucii

Ostava nam zadefinovat konvoliciu distribucii. Péjde o operaciu, ktord dvom distribtciam f,g €
D'(R™) priradi distribiciu

f+xgeDR"). (4.87)
Konvoltciu teda definujeme iba pre distribicie, ktorych testovacie funkcie maji argument rovnakého

rozmeru, a uvidime, Ze ani pre ne nebude existovat vzdy. Pre funkcie je konvolicia definovana vztahom

(p*1)(x /d"yso (z—y)v(y) = /d”y ey)v(r—y) . (4.88)

Pre regularne distribticie potom po substiticii z — x + y dostaneme

(P+0, p) = /d" (D+W)( /d" /d"y@ x—y)V(y) p(x) = /d”x/d”y O(2)U(y) p(z+y) .
(4.89)
Posledny vyraz je pdsobenie tenzorového stc¢inu ® @ ¥ na funkciu ¢(x + y). Pre vSeobecné distribiicie

preto definujeme
(f*9,90) = (fa ® gy, p(z +y)) . (4.90)

V tejto definicii sme mierne zneuzili zapis, lebo funkcia ¢ na lavej a pravej strane je ¢osi trochu iné. Na
Tavej strane je to funkcia jedného argumentu, ¢(x). Na pravej strane je to funkcia dvoch argumentov
x,y, ktora chdpeme ako ¢(z,y) = ¢(x + y), ¢o ma dobry zmysel, lebo =,y € R™.

Komutativnost konvolucie, f*g = g f, plynie z (4.84), lebo ¢(x+y) sa pri vymene z a y nezmeni.
Problémom definicie (4.90) je, Ze funkcia ¢(x,y) = ¢(z + y) nie je testovacou funkciou z D(R?"). Je
konstantnd pozdiz rovin z + y = konst., takZe jej nosi¢ je neohraniceny (pre n = 1 je to pas medzi
dvoma rovnobeznymi priamkami), a preto nie je kompaktny. Existenciu vyrazov v definicii budi teda
musief zabezpecit distribticie f a ¢ svojimi nosi¢mi. Nasledujica podmienka sa da zjemnit, my vsak
zatial budeme pozadovat, aby aspoii jedna z distribicii f, g mala kompaktny nosi¢!?. Zo spojitosti
tenzorového sucinu potom plynie spojitost konvolicie v kazdom z ¢initelov, treba vsak davat pozor,
aby distribiicie s kompaktnym nosicom mali nosice v jednej spolo¢nej ohrani¢enej mnozine.

Podmienka kompaktného nosica je zbytocne silnd a v kapitole 5 nebude stacit. Vyrazy v (4.90)
maju zmysel vzdy, ked je pre kazdu ohrani¢eni mnozinu B ohrani¢end aj mnozina tych dvojic (x,y),
pre ktoré je x € supp f, y € suppg a © +y € B. Vtedy totiz funkciu ¢(z + y) moézeme na okoli
nosic¢a f ® g nahradit testovacou funkciou rovnako ako v poznamke pod ¢iarou. Dolezitym pripadom
su distribucie v jednom rozmere, ktoré maji obe nosi¢ v polpriamke [0,00). Ak 2,y >0ax +y < R,
st aj x a y nanajvys R. Taka konvoliciu dostaneme napriklad pre funkcie ¢asu, ktoré si nulové pred

zaciatkom deja, ako pri vynitenom oscilatore v casti 4.2.2. Napriklad

0+ 0)( /dy@ac— B(y) = 2 6() | (4.91)

hoci ani jedna z funkcii nemé kompaktny nosi¢. Pre funkcie konvolicia existuje aj vtedy, ked jedna z

nich v nekonecéne dostatoc¢ne rychlo klesa a druhd nerastie prilis rychlo, ako pri Poissonovom vzorci

OPresnejsie: ak mé kompaktny nosi¢ distribicia g, zvolime funkciu n € D(R™), ktoré je rovné jednej na nejakom okolf
nosica g, a definujeme (f * g, ) := (fz ® gy, N(y)e(z + y)) Funkcia n(y)e(z + y) uZ je testovacou funkciou z D(R?*") a
vysledok od volby 1 nezavisi. Ak ma kompaktny nosi¢ f, postupujeme rovnako.
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(3.84), kde konvolvujeme rychlo klesajicu gaussovski funkciu s ohrani¢enou pociatocnou podmienkou.
S oboma situdciami sa stretneme v kapitole 5.
Ako priklad ukézeme, Ze ¢ x f = f pre kazdu distribtciu f,

(6% f£.0) = (02 ® fyp@+9) = (Fyn Gl +9))) = (o) = (Fr0) . (492)

Distribticia 6 je teda jednotkovym prvkom konvoltcie. Dalej plati (dokazte!)

(fxg) =f*g=Ffxg, (4.93)

a teda derivovanie konvoltcie sa nesprava podla Leibnizovho pravidla, deriviciu staéi preniest na jeden

z Cinitelov. Z toho dostavame
ff=6xf=@*f)=0xf, (4.94)
takze derivovanie distribucie je konvolicia s ¢'.

Na rozdiel od konvoltcie funkcii nemusi byt konvoltcia distribicii asociativna, aj ked maji zmysel

vsetky konvolicie, ktoré v nej vystupuji. Ak 1 oznacuje konStantna funkciu, je
1x8)x0=1%0=0%x0=0, 10 #0)=1%0"=1x5=1. (4.95)

Asociativita plati, ak maji aspon dve z troch distribicii kompaktny nosi¢ alebo ak maju v jednom
rozmere vSetky tri nosi¢ v polpriamke [0, co).

Na tomto mieste mézeme ukézat, ze distribtcia ako linearny funkcional dédva postupnost regular-
nych distribicii, ktora k nej konverguje. To je druhy smer ekvivalencie definicii z ¢asti 4.1.3. Zoberme
d-postupnost ¥y z (4.15). Funkcie 1)y, st testovacie, nezdporné, maju integral rovny jednej a nosic v
guli B(0,1/k). Zo spojitosti konvolicie potom pre f € D’ dostdvame

Jm (W« f) =dxf=f, (4.96)
a teda mame f vyjadreni ako limitu postupnosti ¢ * f. Ostava zistif, ¢o su to za objekty. Kedze 1y

m& kompaktny nosic, je
(s £.0) = (£ (0 9o+ 9)) = (for [ @y ola+9)) = (For [ yinty = 2) o))
= [y (fetnly — ) #0) (4.97)

kde sme v poslednom kroku vyuzili linearitu a spojitost f (integral mozno aproximovat riemannov-

skymi suctami). Distribucia ¢y * f je teda reguldrna a zadava ju funkcia

fk(y) = (fml/%(y - x)) ) (4'98>

ktora mé, rovnako ako funkcia 1 pri tenzorovom stcine, spojité derivicie vsetkych radov. Kazdu distri-
biciu sme teda zapisali ako limitu postupnosti reguldrnych distribucii zadanych hladkymi funkciami.
Ak méa f kompaktny nosi¢, maji ho aj funkcie fi, ktoré si potom priamo testovacimi funkciami z

D. Vo vseobecnosti funkcie f; kompaktny nosi¢ mat nemusia, stac¢i ich vSak vynésobif testovacimi

.....
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4.3 Temperované distribucie a Fourierova transformacia
4.3.1 Priestor testovacich funkcii S

Distribuicie z D’ uz vieme derivovat. Pri rovniciach s konstantnymi koeficientmi je vSak klic¢ovym n4-
strojom Fourierova transformaécia, ktord podla ¢asti 3.2 premeni derivovanie na nésobenie. Fourierovu
transforméaciu distribticie by sme radi zadefinovali podla receptu (4.35), teda tak, Ze ju prenesieme na
testovaciu funkciu. Na to by Fourierova transformécia testovacej funkcie musela byt opéf testovacou
funkciou, a to pre priestor D neplati. Fourierova transformacia funkcie s kompaktnym nosicom sa da
rozsirit na analytickd funkciu komplexnej premennej, a preto podla casti 4.1.1 nemo6ze mat kompaktny
nosic, ak nie je nulova. Chceli by sme sa preto oslobodit od kompaktnosti nosi¢ov a pracovat s fun-
kciami definovanymi na celom R™. Na druhej strane stale chceme, aby boli integraly, ktoré budeme
potrebovat, konecné. Preto pozmenime priestor testovacich funkcii.

Schwartzov priestor testovacich funkcii S tvoria funkcie ¢ € C°°(R"™), pre ktoré plati

229%p(x) = 0 pre |z] =00, VYa,8eNI, (4.99)

Qn

on ako v casti 4.1.1. Ide teda o funkcie, ktoré v nekonecne ida k nule spolu so

kde z® = z{* ...«
vSetkymi deriviciami rychlejsie ako Tubovolnd zapornd mocnina |z|. Rovnaki podmienku moézeme

sformulovat aj takto:

sup (1+ [z)™ |0%p(x)| <00 ¥m eNy, B NG . (4.100)
reR”

Obe formulacie st ekvivalentné, lebo (1 4 |z|)™ sa da zhora odhadniut stétom vyrazov |z%| s |a] <
m a naopak. Navyse z ohranicenosti pre m + 1 vyplyva, ze pre m ide vyraz v nekonecne k nule.

, . . . , e . _ 2
Testovacimi funkciami z S st napriklad funkcie e %l

s k > 0 vynasobené Iubovolnym polynémom
a, samozrejme, vSetky funkcie z D. Naopak funkcia e 17l do S nepatri, lebo nie je v nule hladka, a
funkcia 1/(1+ |z|?) tieZ nie, lebo v nekoneéne kles4 len ako mocnina. Fourierova transformécia reélnej
funkcie je vo vSeobecnosti komplexnd, preto odteraz priptstame aj testovacie funkcie s komplexnymi
hodnotami.

Konvergenciu v priestore S zadefinujeme takto:
or—p o z%0%0, =32%0% Va,8eNR. (4.101)

Funkcie ¢}, teda konverguju k funkcii ¢ rovnomerne spolu so vSetkymi derivaciami, a to aj po vynéso-
beni Tubovolnym polynémom. Ak postupnost konverguje v D, konverguje aj v S, lebo jej nosice lezia
v spoloc¢nej guli a polyném je na nej ohraniceny.

Temperované distribticie S’ st potom linedrne spojité funkciondly na tomto priestore,

Kazda temperovand distribicia je aj distribtciou z D’. Stadi ju pouzit len na testovacie funkcie z
D C S a spojitost sa zachova, lebo konvergencia v D znamend aj konvergenciu v §. D4 sa ukéazaf,

ze D je v S husty, takze temperovand distribicia je hodnotami na D urcend jednoznacéne a S’ C D'.
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Opacne to neplati. Funkcia e® na priamke zadéva distribuiciu z D', ale nie z &', lebo integral [ dz e®¢(x)
diverguje napriklad pre p(z) = eVIF® £ S, Temperované si naopak vsetky distribiicie s kompaktnym
nosicom, napriklad 0 a jej derivéicie, a tiez hlavna hodnota PV 1/x. VSetko ostatné (rovnost, nosic,
slabti konvergenciu a operécie) definujeme rovnako ako v D’. Treba len dat pozor, aby vysledok operécie
s testovacou funkciou patril do S§. Napriklad nasobit temperovanu distribiciu mdézeme polynémom,
alebo vseobecnejsie hladkou funkciou, ktora aj so vSetkymi deriviaciami rastie v nekonec¢ne nanajvys
polynomialne, ale nie napriklad funkciou elzl?,

Mala zmena nastane pri regularnych distribiiciach. Okrem lokalnej integrovatelnosti budeme od
funkcie ® pozadovat, aby v nekonecne rastla nanajvys polynomidlne, teda aby existovali konstanty ¢
a m také, ze

|®(z)| < c (14 |z[)™. (4.103)

To zarucuje existenciu integrélov typu [ d"xz ®p pre vSetky ¢ € S aj spojitost prislusného funkciondlu,
lebo

[ s a@g) < esup [+ )o@ [T

Tz (1 + |z|)ntt

pricom posledny integral je kone¢ny a supremum ide k nule, ak ¢ — 0 v S. Temperovanymi regularnymi

(4.104)

distribiciami st teda napriklad polynémy, funkcia € a vsetky ohranicené lokalne integrovatelné funkcie.

4.3.2 Fourierova transformacia na S

Mame pripravené vsetko na to, aby sme zadefinovali pre nas klticovy objekt, Fourierovu transforméaciu
distribucie. Najprv si vsak celkom zosiroka pripomenme, ako to funguje pre obycajné funkcie ¢ € S.

Fourierova transformécia je zobrazenie

1

W/d"m eCTp(x), €-x= Z&mi . (4.105)
i=1

F:8§—=S8, Flol(§) = o)

Normovanie aj znamienko v exponente st rovnaké ako v ¢asti 3.2, rovnica (3.79). V literatire sa pou-
Zivaju aj iné konvencie (iné znamienko v exponente, iny faktor pred integrdlom alebo 27 v exponente),
a pri porovnavani vzorcov z roznych zdrojov treba na to davat pozor.

Dve klItcové vlastnosti takto definovanej transformacie sa
O Flel = Fl(iw)%] ,  Flo%] = (—i&)*Fle] . (4.106)

Prvi dostaneme derivovanim pod integralom, ¢o mézeme urobit, lebo 2%y je integrovatelna. Druhi
dostaneme integrovanim per partes, pri ktorom hrani¢né ¢leny vypadnt, lebo ¢ v nekonecne rychlo
klesa. Derivovanie teda prejde na nasobenie a naopak, presne ako sme to vyuzili v casti 3.2.

Pomocou tychto dvoch vlastnosti ukézeme, ze zobrazenie (4.105) naozaj zobrazuje S do S. Najprv
si vSimnime, ze podmienku (4.99) stac¢i overit v slabsej podobe: hladkéd funkcia ¢ patri do S prave
vtedy, ked st vietky funkcie %9%p ohrani¢ené. Ak je totiz ohranicena aj funkecia (1 + |x|2) z*9%p,
ktora je sti¢tom takych funkeif, je [x*0%p| < C/(1+|z|?) — 0. Funkcia F[p] je hladk4, lebo ju mézeme
derivovat pod integrélom, a podla (4.106) je

§0) Fle] = £ F(ia) o] = il Flo* ((iz) ) | | (4.107)
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kde sme v druhom kroku pouzili druhit vlastnost v tvare £*F[tp] = il®l F[0%]. Absolitnu hodnotu

Fourierovej transformécie moézeme odhadnit integralom absolutnej hodnoty funkcie, takze
1
agB < mn a(,.B
‘f 85}—[@](5)’ S NCRE /d T ‘8 (z go(x))‘ . (4.108)

Podla Leibnizovho pravidla je 9%(2%¢) stiétom funkeif tvaru z79°¢p, ktoré patria do S, a st teda integ-
rovatelné. Prava strana je preto konecné a nezavisi od £. Vsetky funkcie gaaf Flp] st teda ohranicené
a Flg] €S.

Podobne overime, ze zobrazenie (4.105) je spojité. Kedze je linedrne, staci uvazovat postupnosti
pr — 0. Pre int postupnost ¢ — ¢ by sme studovali postupnost ¢ — ¢. Integral na pravej strane
(4.108) odhadneme ako
d"z

TERFEEE (4.109)

[ aalg@)l < sup [+ 12l ig@)] [
xT

kde posledny integral je kone¢ny. Pre g = 0%(2’py) ide supremum k nule, lebo (1 + |z]?)"g je stc-

tom vyrazov tvaru x79%py, ktoré podla definicie konvergencie v S idu rovnomerne k nule. Preto

faﬁg}"[gok] = 0 pre vsSetky «, 3, a to je presne konvergencia Flpx] — 0 v S.

Dalej ukdZeme, Ze inverzné transformécia k (4.105) je

1

o / dnE e TP (E) | (4.110)

Flis—=8, F )= @)

Kedze F~1[¢](x) = F[](—x), aj toto zobrazenie zobrazuje S do S a je spojité. Treba overit, ze
FFl¢]] = ¢. Po dosadeni F[p] dostaneme integral typu [ d¢ e¢ W) ktory zatial nema zmysel, a
musime ho technicky obist. Kedze F|p] je integrovatelnd, mozeme do integralu dopisat faktor e—e’IE1?/2

a na konci urobit limitu € — 0,

FUFll) (@) = lim

n fiﬁ-xfl€2\£|2/ n, i€y
limy oy /d e 2 d"ye~Yo(y) . (4.111)

Teraz uz dvojny integral konverguje absoltitne a m6zeme zamenit poradie integracie. Integral cez & je
gaussovsky. Doplnenim exponentu na stvorec a posunutim integracnej premennej v komplexnej rovine

ako v ¢asti 3.2 dostaneme

. n/2 a2
/dnf ezf‘(y—x)—%82|§‘2 = (272T> 6_\y2s2l , (4112>
€
a teda . _
_ly-e
PR @ =ty [ 'y G opme = ew) = ela) (4.113)

Gaussovské funkcie v integrande totiz tvoria d-postupnost, v jednom rozmere je to postupnost g: z
(4.25) s t = 2. Rovnako sa ukaze, ze F[F '[4]] = 1. Fourierova transformécia je teda vzdjomne
jednoznacné spojité zobrazenie priestoru S na seba.

Pre dve funkcie ¢1, 92 € S plati

Flir # o] = (2m)" Flor] Flpa] ,  Fleprepa] = (2771),1/2?&01] * Flipa] . (4.114)
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Prvy vztah dostaneme priamym vypoctom so substitiiciou z = x — v,

Flp1 * p2] (&) = (27T1)n/2 /dn:c/d"y 6"5'“?@1(3!: —y)pa(y) = (273)”/2 /dnz eii.z(pl(z) /dny €if'ygo2(y) ’

(4.115)
druhy podobne, ked funkciu ¢; zapiSeme pomocou inverznej transformécie (4.110).
Dalsou uzito¢nou vlastnostou je, ze v integrali su¢inu dvoch funkcii mézeme Fourierovu transfor-

méciu preniest z jednej funkcie na druhti. Pre f, o € S zdmenou poradia integracie dostaneme

/dnf}-[f](f) e(§) = W/dnf/d”xeig'xf(x)¢(§) = /dnl'f((]}) Flpl(z) . (4.116)

Odtial vyplyva Parsevalova rovnost. Komplexnym zdruzenim sa zmeni znamienko v exponente,

takze F[1)] = F~1[¢)]. Ak v (4.116) zvolime ¢ = F[i)] = F~'[)], je F¢] = ¢ a dostaneme
[eFNOFEO = [ e s@i@ .,  [aslFn©f = [ealf@P. @

Fourierova transforméacia teda zachovava skalarny sucin [ d"x f 1 aj normu v priestore L*(R") kvadra-
ticky integrovatelnych funkcii. Kedze S je v L?(R™) husty, d4 sa JF rozsirit na cely priestor L?(R") a je
na nom unitdrnym operatorom (Plancherelova veta, ktori nebudeme dokazovat). Préve tu sa vyplaca
normovanie (27)~"/2, pri inom normovani by sa v (4.117) objavila konstanta. Z kvantovej mechaniky
poznéate vlnovi funkciu v impulzovej reprezentécii. AZ na znamienko v exponente a premennu p = A€ je
to Fourierova transformécia vlnovej funkcie v stiradnicovej reprezentacii a Parsevalova rovnost hovori,

ze celkova pravdepodobnost je v oboch reprezentacidch rovnaka.

4.3.3 Fourierova transformacia distribtcii z S’

A teraz konecne Fourierova transformacia distribicii z S’. Postupujeme podla receptu z casti 4.2.1.
Podla (4.116) je pre funkciu f € S vztah (F[f], ¢) = (f, Fl¢]). Fourierovu transformaciu teda prene-

sieme na testovaciu funkciu a pre Iubovolnii temperovana distribiiciu definujeme
F:8=8, (Flfl,p) = ([.Fly]) VeeS. (4.118)

Préve preto sme potrebovali, aby F zobrazovala S do §. Takto zadefinovany funkcional F[f] je linedrny

vdaka linearite Fourierovej transforméacie na S a je aj spojity vdaka jej spojitosti na S,

(FULex) = (f, Florl) = (F, Flel) = (FIf1 ) - (4.119)

Inverzna transformacia je potom

(FHA0) = (FF D) (4.120)

a naozaj (F HF[f]],¢) = (FIf, F ) = (f, FIF ell) = (f,¢). Podla ¢asti 4.2.1 je Fourierova
transformdcia na S’ spojita aj vzhladom na slabt konvergenciu, takze ju moézeme zamienat s limitou.
Pre takto definovant Fourierovu transforméciu distribucii platia rovnaké vztahy ako (4.106) pre

obycajnu transforméciu,

DUF[f] = FlGx)*f],  FID*fl = (i) FIS] . (4.121)
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Prvy dokézeme takto:

(DF[f], )

(—D)UFLf],0%) = (=1)I(f, Fl0%¢]) = (=1)*(f, (—iz)* Fl])
(@) f, Fel) = (Fl(ix)* fl, o) - (4.122)

Druhy podobne,
(FID*fl,0) = (Df, Flo]) = (—1)ol(f,0°Flg]) = (—=1)I(f, F[(i&)*¢])
= (—=D)N(Ff], (i€)"p) = ((—i&)“FIf], ) . (4.123)

Podobne sa pri Fourierovej transformacii spravaja aj dalsie jednoduché operacie. Pre temperovant
distribuiciu f, vektor a € R™ a ¢islo A # 0 plati

Flf(z —a)] = < F[f] , (4.124)
Fle“ f] = FIf1(E +a) (4.125)
AU = 5= 710 (3) - (1126)
FIFIA] = f(-=) . (4.127)

Pre funkcie z S dostaneme prvé tri vztahy jednoduchou substiticiou v integrdli (4.105) a posledny
z toho, ze F[Y](z) = F1[1](—x). Pre distribicie ich dokédZeme prenesenim na testovaciu funkciu.

Napriklad pre posunutie je F[p](z + a) = Fle®%p](z), a teda

(FIf(z —a)l,@) = (f(x —a), Fle]) = (f, Flel(z + a)) = (f, F[““¢]) = (“°F[f], @) . (4.128)

Ostatné vztahy si overte sami. Posunutie sa teda vo Fourierovom obraze prejavi len fazovym fakto-
rom a naopak. Zo vztahu (4.126) vidno, ze ¢im je funkcia uzsia, tym je jej Fourierova transformaécia
sirsia. Kvantitativne to vyjadrime v ¢asti 4.3.4. Zo vztahu (4.127) plynie, Ze Stvorndsobna Fourierova
transformacia je identita.

S dokazom posledného tvrdenia,
Flf xg] = @m)"> FIf] Flg] , (4.129)

bude trochu prace, lebo si treba rozmysliet, ¢o je vlastne objekt na pravej strane. Sticin dvoch distribucii
vo vSeobecnosti nemé zmysel. Vztah bude mat zmysel, ak jedna z Fourierovych transformacii je hladka
funkcia, ktorou vieme temperovant distribiciu vynasobit. Uk4Zeme, Ze je to tak, ak f € S’ a distribtcia

g ma kompaktny nosi¢. Najprv ndjdime F|g]. Pre ¢ € S je
F = — (gt [ et = [d" L (g, 4.130
(Flgl, o) = (9, Fle]) = (gy, (%)W/ £e™Yp(€) —/ Ee(€) )2 (9y,€*7) ., (4.130)

kde sme zamenili pésobenie ¢ s integralom ako na konci ¢asti 4.2.4. Funkcia e€Y sice nie je testovacia,
ale kedze g ma kompaktny nosi¢, mézeme ju vyndsobit funkciou z D, ktord je rovné jednej na okoli
nosic¢a g, a vyraz ma zmysel. Fourierova transformécia distribicie s kompaktnym nosicom je teda

regularna distribtcia zadand funkciou

1

Flgl(¢) = W(gy, ety (4.131)
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¢o je priame zovseobecnenie definicie (4.105). D4 sa ukazat, ze je to hladka funkcia, ktora aj so vset-
kymi derivaciami rastie nanajvys polynomidlne, a takouto funkciou mézeme temperovani distribiciu

vynasobif. Ostava zopakovat vypocet z definicie konvoltcie,

FIf * o0 = (7 + 0.7l = (£ o0 Flella+ ) = (o (02 oy [ €500 )

= (. [ e Flgl€) 0(©)) = @ (1. F Flgle]) = (2" (FI1). Flgle)
(4.132)
a to je (4.129).

Podmienka kompaktného nosica je vsak opéf zbytoc¢ne silné a pre kapitolu 5 nestaci. Tam budeme
Fourierovu transforméciu robit v priestorovych premennych a riesenie bude konvoliciou pociatocénej
podmienky s Greenovou funkciou. Pri rovnici vedenia tepla je Greenova funkcia pre kazdé ¢t > 0
gaussovska funkcia premennej z, ako sme videli v ¢asti 3.2. Kompaktny nosi¢ nema, patri vSak do
S. Podiato¢na podmienka moze byt Tubovolnd temperovand distribicia, napriklad ohrani¢ena funkcia.
Vztah (4.129) preto potrebujeme aj pre f € S'a g€ S.

Preco st prave takéto dvojice predpokladov prirodzené? Konvolicia a stcin si pri Fourierovej trans-
formécii vymenia tlohy, a preto si vymenia aj predpoklady, ktoré ich robia zmysluplnymi. Konvolicia
potrebuje, aby jeden z ¢initelov mal kompaktny nosi¢ alebo aspon v nekonecne rychlo klesal. Sic¢in
potrebuje, aby jeden z ¢initelov bol hladky a nerastol prilis rychlo. Fourierova transformaécia jedno na
druhé prevadza. Distribtcii s kompaktnym nosicom zodpoveda hladka funkcia, ktord aj so vSetkymi
derivaciami rastie nanajvys polynomialne, ako sme videli vyssie, a funkcii z S zodpovedd opét funkcia
z S, ktord je hladka aj rychlo klesid. Ak takéto vlastnosti nemé ani jeden z ¢initelov, nemusi existo-
vat ani konvolicia, ani stéin. Napriklad konvolicia 1«1 = [d"y1 diverguje a zodpovedajici stcin
F[1] F[1] = (27)"6? neméa zmysel.

Pre g € § m6zeme konvoliciu zadefinovat priamo ako funkciu,

(f x9)(x) = (fy, 9(z —v)) , (4.133)

¢o mé zmysel, lebo g(z — y) ako funkcia premennej y patri do S. Pre regularnu distribiciu f je
to obycajny konvoluény integral a rovnaky tvar sme dostali na konci casti 4.2.4. D4 sa ukazat, zZe
f * g je hladké funkcia, ktord aj so vSetkymi derivaciami rastie nanajvys polynomidlne, takze je to
temperovand distribucia. Jej Fourierovu transformaciu vypocitame tak, ze pdsobenie f zamenime s

integralom ako v Casti 4.2.4,

(FUf rahp) = [ @ (g - ) FiRl@) = (£, [ @rgla - Flolw)) . (@130

Funkcia v zatvorke je konvoltcia § * F[p] s funkciou §(z) = g(—z), lebo g(z — y) = §(y — z). Podla
(4.127) je g = F[Flg]] a podla druhého vztahu (4.114)

g Flg) = F[Flgl] = Flel = (2m)" F[Flgl ] - (4.135)
Preto

(F[f * gl ) = 2m)"2(f, F[Flgl ¢]) = @m)"*(FIf], Flgl @) = @m)"*(F[f] Flgl.¢) ,  (4.136)
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a to je opat (4.129). Sucin F[f] Flg] ma zmysel, lebo Flg] je funkcia z S. V kapitole 5 tento vztah
vyuzijeme na to, aby sme konvoliciu, ktorou je vyjadrené riesenie, prepisali na stcin.
4.3.4 Priklady

Pozrime sa teraz na niekolko prikladov. Fourierovu transforméaciu d-distribicie vypocitajme najprv

formélne, akoby islo o funkciu,

1 m i&-x 1
Fl5)(6) = W/d 20() 7 = e (4.137)
a potom poriadne podla definicie (4.118),
(18], ) = (6, Flg]) = Fle](0) = (%Tl)n/z/d”x o(z) = ((2771)”/2,@) : (4.138)

Dostali sme teda to isté, Fourierovou transforméciou d-distribiicie je konstantnd funkcia (27)~"/2.

Stuhlasi to aj so vztahom (4.131), lebo § mé kompaktny nosic.
Fourierovu transforméciu konstantnej funkcie 1 dostaneme pomocou inverznej transformécie (4.110)

vycislenej v bode 0,

(FlUl, ) = (1, Fle)) = /d”fv]:[w](ﬂf) = (2m)"2 FHFIp])(0) = (2m)"2 0(0) (4.139)

teda
Fl1] = (2n)V?6 . (4.140)

Formalne to mozeme zapisat ako

/ & T = (20)" 5(8) | (4.141)

a to je presne integral, ktory pri dokaze inverznej transformécie zatial nemal zmysel. V jazyku distri-
btcii zmysel ma a fyzici ho pouzivaja velmi casto.
Z pravidiel (4.124) a (4.125) potom hned dostaneme
Flo(@ —a)] = ——— ¢ Flei] — (202 5(¢ + a) . (4.142)
(27-‘-)71/2
Rovinna vlna sa teda transformuje na §-distribiiciu sistredent v jednom bode a naopak. Zo vztahov
(4.121) pre f =1 a f = dostaneme transforméacie polynémov a derivacii J-distribicie,
1

9" (4.143)

Flz®] = 2m)V?(=i)* D5, F[DY| =
Gaussovsku funkciu sme vlastne transformovali uz v casti 3.2. Doplnenim exponentu na stvorec
dostaneme

Fle1#P/2] = ~l6P/2 (4.144)

takze funkcia e~ #*/2 je svojou vlastnou Fourierovou transforméciou. Zo zmeny mierky (4.126) potom
pre o > 0 vyplyva

Flele/@00)] _ gn o=o?IeP/2 (4.145)

Gaussovska funkcia so sirkou o mé teda Fourierovu transforméciu so sirkou 1/o. Uzky impulz v

premennej z je v premennej £ Siroky a naopak.
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Vztah neurcitosti. Tuto vlastnost mozeme vyjadrit aj kvantitativne. Nech ¢ € S je funkcia jednej
premennej normovand tak, ze [ dz |p|? = 1. Podla Parsevalovej rovnosti je potom aj [ d¢ |F[p]|? =1,
takze |o(z)? aj |F[e](€)]> mozeme chépat ako hustoty pravdepodobnosti. Ich rozptyly okolo nuly
spliiaji nerovnost

([asaio@P) ([ acelFwior) = 1 (1.146)

Dokéazeme ju v troch krokoch. Integrovanim per partes, pri ktorom hrani¢ny ¢len vypadne, dostaneme

1 :/d:z:|<p|2 = /dx$a;i]go|2 = 72Re/d1::cg5g0’, (4.147)

lebo %\@]2 =¢'p+ o’ =2Re (py¢'). Podla Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti je dalej

1/2 1/2
1<2 </ dxa:2|g0|2) (/dx |¢|2> . (4.148)

Napokon podla Parsevalovej rovnosti (4.117) a podla (4.106) je [ dz |¢'|? = [ d¢ | F[']|? = [ d€ 2| F[p]|?.
Umocnenim na druhi dostaneme (4.146). Rovnost nastane, ak st funkcie z¢ a ¢’ v Cauchyho-
Schwarzovej nerovnosti imerné, ¢’ = —cxp s ¢ > 0, a to st prave gaussovské funkcie. Pre funkcie, ktoré
nie st sustredené okolo nuly, sta¢i z nahradit rozdielom = — (z) a £ rozdielom & — (£), ¢o zodpovedd
posunutiu a modulécii (4.124) a (4.125). V kvantovej mechanike je |¢(z)|? hustota pravdepodobnosti
polohy a |F[p](£)|? hustota pravdepodobnosti veli¢iny & = p/h, takze (4.146) je Heisenbergov vztah
neurcitosti Az Ap > h/2.

Heavisideova funkcia a hlavna hodnota. V jednom rozmere vypocitame transforméaciu funkcie
6. Funkcie 6(z)e™* konverguju pre ¢ — 07 slabo k 6, a kedZe Fourierova transformdcia je slabo

spojita, je

1 e , 1 1 1 1
Flo)(&) = 1 7/ dr 7% = lim —— = lim —— , 4.149
&=y T T e e T W U e (4149
pricom limita je slabd limita zo Sochockého vzorca (4.32). Preto
1 1 1 1
Flo] = — = (Z PV- +7r5> . 4.150
1] Vor €410 2n & ( )
Pre znamienkovi funkciu sgnx = 26 — 1 sa ¢leny s § zruSia a dostaneme
2. 1
Flsgn] = \/7’LPV . (4.151)
™ £

Ak na tento vztah eSte raz pouzijeme Fourierovu transforméciu, podla (4.127) je nalavo sgn(—x) =

]-"{P\/ﬂ = z\/z sgné . (4.152)

—sgn x, takze
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Coulombov potencial. V troch rozmeroch ndjdeme transformaciu funkcie 1/|x|, ktord je ohrani-
¢en4 v nekonecne a lokalne integrovatelnd, a teda temperovana. Podla (4.121) je F[V2f] = —|¢]2F[f],

takze zo vztahu (4.66) dostaneme

|£|2f[|$1|} =Ar Flo] = (2:;;/2 = \/z : (4.153)

Prirodzenym kandidatom je funkcia /2/m/|£|?, ktord je v R3 lokalne integrovatelna. Rovnako ako pri
rovnici zf = 1 v Casti 4.2.2 je vSak riesenie uréené len az po distribtciu s nosicom v bode £ = 0, teda az
po kombindciu ), ¢ D“0. T vyli¢ime pomocou zmeny mierky. Funkcia 1/|x| je homogénna stupna
—1, teda 1/|A\xz| = A~1/|z| pre A > 0. Podla (4.126) je potom jej Fourierova transformacia homogénna
stupnia —2. Funkcia 1/|¢|? je tiez homogénna stuptia —2, ale  je podla éasti 4.2.1 homogénna stupia
—3 a jej deriviacie D*J stupna —3 — |«|, takze ziadna nenulovd kombindcia Y, coD*d nemoze byt
homogénna stupna —2. Preto

2 1

Fl] = S (4.154)
Coulombov potencidl ma teda vo Fourierovom obraze tvar 1/[£|?, s ktorym sa vo fyzike stretnete
velmi casto, napriklad pri rozptyle na coulombovskom potenciadli. K tomuto vysledku sa vratime v
kapitolach 5 a 6.

Priklad 34. N&jdite pomocou Fourierovej transformécie riesenie rovnice f” 4+ w?f = § z prikladu 32

a vysvetlite, ako sa vo Fourierovom obraze prejavi podmienka f(¢) = 0 pre ¢ < 0. O

Riesenie. Nezavisli premennt oznacme ¢ a chapme ju ako c¢as, Fourierovu transforméaciu robime v
premennej t. Podla (4.121) je F[f"] = —¢2F[f], takze rovnica prejde na

2 2 1
(w —£)f[f]:E. (4.155)
Funkcia w? — €2 m4 nulové body ¢ = 4w. Podobne ako pri rovnici xf = 1 v ¢asti 4.2.2 je preto F|f]
urcend len aZ po nasobky 6(£ —w) a §(& +w). Podla (4.142) im zodpovedaji funkcie e¥*? teda volné
kmity oscilatora, ktoré spliiaju rovnicu f” + w?f = 0. Samotné rovnica teda rieSenie neurcuje, treba
este povedat, aké volné kmity k nemu pripocitat.
Podmienku f = 0 pre t < 0 dostaneme fyzikdlne prirodzenym sp6sobom. Do rovnice pridame malé

trenie, f”"+2ef +w?f =050 < € < w, a na konci urobime limitu e — 0F. Fourierovou transforméaciou

dostaneme
(WP — €~ %) FIf = —— . teda FIf] = — L gV (a15)
V2T V2r Q2 — (€ +1ie)?
Funkcia w? — £2 — 2ie€ uz na redlnej osi nulové body nem4, a preto je F[f] uréend jednoznacne. Je to

Fourierova transforméacia tlmeného kmitu, ktory zacina v ¢ase 0, lebo

/oo i it—et SOt 1 ( 1 B 1 )_ 1 B 1
0 Q  2iQ\e—if—iQ e—il+iQ) (e—i€)2+Q2 Q2 (E+ig)?
(4.157)
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RieSenfm rovnice s trenim je teda f(t) = 6(t)e *'sin(Qt)/Q. V limite ¢ — 0T dostaneme riesenie

f(t) = 0(t) sin(wt) /w z prikladu 32. Jeho Fourierova transformécia je

1 1
V2r w? = (§ +10)?

Podmienka f = 0 pre ¢t < 0 sa teda vo Fourierovom obraze prejavi predpisom & + ¢0, ktory postva

Flf] = (4.158)

nulové body menovatela pod reilnu os, do bodov £w—i0. Rozkladom na parcidlne zlomky a Sochockého

vzorcom (4.32) dostaneme

1 1 1 1 1 )
AR T e rw  frerw) - e e, @) W)L (4159)

kde hlavnt hodnotu chapeme ako stcet hlavnych hodndét v bodoch 4w. Predpis +i0 teda vyberie
z moznych rieSeni presne urcittt kombinédciu volnych kmitov. Opacny predpis & — ¢0 by dal riesenie
—0(—t) sin(wt) /w, ktoré je nulové pre ¢ > 0, a samotnd hlavnd hodnota dava ich aritmeticky priemer.

Ze predpis +i0 zodpoveds kauzalite, vidno aj priamo. Pri spétnej transformécii
= — [deem S Fly)© (4.160)
V2T

modzeme pre t < 0 integracni cestu uzavriet v hornej polrovine komplexnej premennej &, kde e*?
klesd. Ak ma F[f] vSetky singularity v dolnej polrovine, je podla reziduovej vety f(¢t) = 0 pre t < 0.
Fourierova transformécia odozvy kazdého systému, ktory reaguje len na sily z minulosti, je preto
analytickd v hornej polrovine (pri opa¢nom znamienku v exponente by to bola dolna polrovina). Z
toho vyplyvaji Kramersove-Kronigove vztahy medzi jej redlnou a imaginarnou c¢astou, s ktorymi sa

stretnete pri disperzii svetla a v tedrii linedrnej odozvy. |

4.3.5 Periodické distribicie a Poissonov sumacny vzorec

Na zéver sa pozrime na periodické distribicie v jednom rozmere. Distribicia f je 2m-periodicka, ak
f(z 4+ 27) = f(x) v zmysle (4.40). Najjednoduchsim prikladom, ktory nie je obycajnou funkciou, je

Diracov hreben, rad J-distribtcii v bodoch 27m,

> 6(x —2mm) . (4.161)
meZ
Je to temperovand distribucia, lebo pre ¢ € S rad >, ¢(2rm) konverguje. Formalne vypoéitané
Fourierove koeficienty hrebefia na intervale (—m,7) st vietky rovné o= [ dx §(z)e™** = L takze
by sme cakali
5(x —2 the 4.162
Z x — 27mm) =5 Z e ( )
meZ keZ
Rad napravo nekonverguje v ziadnom bode, ukdZeme vsak, Ze konverguje v S’ a Ze vztah plati. Po-
sobenim oboch stran na ¢ € S a pomocou [ dx e*®p(x) = /21 Flp](k) zistime, 7e (4.162) je to isté

ako Poissonov sumacny vzorec

> p(2mm) \/ﬂ > Fle (4.163)

kEZ
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Dokazeme ho pomocou periodizacie. Funkcia
P(z) = Z o(x + 2mm) (4.164)
meEZ

je 2m-periodicka a hladka, lebo rad aj rady derivacii konverguju rovnomerne vdaka rychlemu klesaniu

. Jej Fourierove koeficienty st

1 2 ke 1 00 Ciky 1
o= | deP@ e = o [ dyp) e = —— Fl(-h) (4.165)

kde sme integraly cez posunuté intervaly (27m,2m(m + 1)) spojili do integralu cez celi priamku.
Fourierov rad hladkej periodickej funkcie k nej konverguje v kazdom bode, takze P(0) = >, ck, a to
je po zadmene k — —k prave (4.163).

Ak na (4.162) pouzijeme Fourierovu transformaciu a vztah (4.142), dostaneme

1

FIY b@—2mm)|=—=> 6((—k). (4.166)
[mGZ } 2m kEZ

Fourierovou transforméaciou hrebena s peridédou 27 je teda hreben s periédou 1. Zo zmeny mierky

(4.126) dostaneme vseobecnejsie, ze hreberiu s periédou a zodpovedd hreben s periédou 27 /a,

F[Zd(w—am)}-?Zé(ﬁ—T) ) (4.167)

meZ keZ

a pre a = /27 je hrebeii svojou vlastnou Fourierovou transforméciou. Vo fyzike je to matematicky
zéklad difrakcie na krystéli: mriezke s periédou a zodpovedd vo Fourierovom obraze recipro¢na mriezka
s periodou 27/a.

Podobne sa da ukazat, ze kazda 2m-periodicka distribucia je temperovana a da sa rozvinut do Fou-
rierovho radu f =5, cpe’®® ktory konverguje v S’ a ktorého koeficienty rastt nanajvys polynomislne.
Podla (4.142) je jej Fourierovou transforméaciou v/27 3", cx8(€ + k), ktora je stistredend v celo¢iselnych
bodoch. Periodicky dej mé teda diskrétne spektrum. Fourierove rady budeme podrobne pouzivat v

kapitole 7.
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5 Cauchyho dloha pre vlnovi rovnicu a rovnicu vedenia tepla

5.1 Greenova funkcia linearneho operatora
5.1.1 Uvodné poznamky

o majme linedrny diferencidlny operator na n rozmerom priestore x € R™

L= Z a0, a € Ny (5.1)

la<m
kde najvacsie m pre ktoré je niekoré a, nenulové nazyvame radom operatora

zaujima nas rieSenie rovnice

Lu=f (5.2)

v predchadzajucich castiach boli u, f spojité funckie, od u sme pozadovali m-nasobnu derivova-
telnost, u € C™(R™)

e teraz budeme riesit zovSeobecnent tlohu, kde f,u budi distribicie z 8. predtym sme mali aj
nejaké pociatocné podmienky, ktoré neskor zakomponujeme do pravej strany. funkcie ¢,y buda

tiez v zovseobecnenej tlohe distribicie

takze mame rovnicu (5.2) v celom priestore, bez pociatoénych podmienok

« k operatoru L zavedieme Greenovu funkciu'l, pre ktort plati (L uz chapeme ako operator na
S’ a teda ako 0 — D)
LG =9 (5.3)

G je urcena jednoznacne az na pripocitanie riesenia v homogénnej rovnice Lv = 0, nakolko

L(G+v)=LG+Lv=9¢ (5.4)

o riesenie nehomogénnej rovnice (5.2) potom dostaneme ako
u=Gx*f (5.5)
ak takato konvoltcia existuje. overime vypoctom
Lu=LGxf)=(LG)xf=d6xf=f (5.6)

takéto riesenie je dokonca jedniné (volnost v rieSeni homogénnej rovnice sme komponovali do

nejednoznacnosti G), nakolko pre iné rieSenie u + v
Lu+v)=f+Lv=f = Lv=0 (5.7)

ale
v=vxd=v%*(LG)=(Lv)*G=0 (5.8)

1Nijektory autori jej radsej hovoria zovSeobecnené riesenie, nakolko nepdjde o funkciu, ale o singuldrnu distribiciu.
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e na Greenovu funckiu sa da pozerat ako na inverzny operator ku L, v zmysle

L(Gx*-)=1d
o rieSenie okrajovej tlohy nechame na neskor, zatial iba Cauchyho

5.1.2 Greenova funckia v jednom rozmere

e odteraz budeme uvazovat konstantné koeficienty a,

majme vsSeobecny operator L v jednom rozmere

am dm—l
L= Om—— + am—1

dtm 7dtm_1 +...+a0

ukazeme, ze jeho Greenova funkcia ma tvar
G = 02(1)
kde z(t) je riesenie nasledujucej ulohy
Lz=0, 2™ Y0) =1/am , 2™ 20)=...=2(0)=2(0)=0
overime priamociarym vypoctom

G =02+402 =62+02 =62(0)+ 02 =0
G' =07 +0"=6200)+0" =06

G = §2m=Y 4 0™ = §/a,, + 2™
co dohromady da

LG =agfz +a102 +...+6+an0:™ =85 +0Lz=6

Priklad 35. Najdite greenovu funkciu operatora

d
L= a +a®,a€eR
RieSenie. pre funkciu z(t) dostaneme
z=Ce

v ktorej pociatocne podmienky daju C'=1 a teda

G = fe—t
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Priklad 36. Najdite greenovu funkciu operatora

d? 9
L=—5+d ack (5.21)
U
RiesSenie. pre funkciu z(t) dostaneme
z = Asin(at) + B cos(at) (5.22)

v ktorej pociatocne podmienky daju A =1/a, B =0 a teda

G = 62 sin(at) (5.23)

a

o rozdiel v charaktere rieseni (5.20) a (5.23) sa ukaze klucovy pri analyze rozdielu hyperbolickych

a parabolickych rovnic

Priklad 37. ine priklady

L=—-1,L=— 5.24
dt ’ dt ( )

5.1.3 Greenova funckia vo viacerych rozmeroch

e vo viacerych rozmeroch privolame na pomoc fourierovu transformaciu
F[LG] = aoFID*G] = aa(—i&)*F[G] = L(—i§) F[G] (5.25)

kde sme si uvedomili, ze vo vyraze F[G] ziadny z koeficientov a nevystupuje

toto sa ma rovnat transformacii d-ty, takze dostavame

1 1
F[G] = EREET) (5.26)

kde ticho predpokladame, ze L nema ziadne korene

problemom teda bude obratit fourierovu transformaciu a najst

1 1 -
G = / | — S 5.27
e ) “ L (520
o priklad : v n = 3 troch rozmeroch L = A — a?, co dava
1 1
F[G] = — (5.28)

(2m)3/2 |€]? + a?

a teda

_ 1 1 it
G = (2ﬂ)3/d§|£’2+a2e (5.29)
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vyuzijeme tzv Schwingerovu parametrizaciu

1 e 2, 2
7 qaeolgP+a®) ,
€] + a2 /0 @ (5.30)
a dostaneme postupne
1 [ .
G=-— e 3/ da e_a“2/d§e_a|5|2_’5‘x = (5.31)
7T'

= / dov e ()3/2e o [a—>a|x} (5.32)
B 27r B 2a '

= (27r) 7 \/>/ dova=3/2¢—(ata” D (5.33)

podla vypoctu z casti (6.3.1) sa tento integral rovna modifikovanej besselovej funkeii

2 _
2Ky 5(|zla) = S el (5.34)
cim dostavame L1

G=———¢lola 5.35
47 |:1:]e (5:35)

v limite a — 0 teda dostavame L1
GA=—"— 5.36
s= (5.36)

alebo

A <1) — 4o (5.37)

]

e tento vztah vieme dokazat aj explicitnym vypoctom. ide o rovnost dvoch distribucii, takze

nechame posobit lavu stranu na testovaciu funkciu ¢ a budeme pocitat

(A’x1|,g0) = (-1)* <|931|,A<p> = (5.38)

v oblasti ktora neobsahuje pociatok je 1/|x| regularna distribucia, takze mozme pisat (B(0,¢)

oznacuje gulu so stredom v pociatku a polomerom ¢)

1 1= - 51
= dr =Ny = 7{ (Vgo) -dS — Az V-V = (5.39)
RAB(0,e) T _9B(0,e) \ T R3\ B(0,¢) r
1= a -1 - 1
:f (w) -dS—j{ oV - d5 + &z A (5.40)
—0B(0,e) \T —0B(0,e) r R3\B(0,¢) r

kde sme si znamienkom — pomohli pamatat, ze hranica v prvom integrale je orietovana do vnutra

sfery
posledny clen da nulu lebo sme v oblasti kde r # 0 a teda A(1/r) =0

prvy clen da

10¢p
— ¢ dQ2= =2 41
?{d < Cor (5.41)
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co je pre slusnu funkciu ¢ umerne € a v limite € — 0 vypadne

ostava druhy clen, v ktorom pouzijeme V(1/r) = —#/r? a dostaneme

=2 f40 o) (5.42)

r=¢&

pre slusnu ¢ to v limite ¢ — 0 da
— —5(0) ]f dQ = —4mp(0) = (—476, ) (5.43)
co dokazuje rovnost distribucii (5.37)

o este alternativnejsie mozme vztah (5.37) dokazat preintegrovanim cez gulu G(0, R), prava strana

da —47 a lava podla gaussovej vety
5 = /1 1
dS -V (=) =—¢doR*— = -4 44
) 5.9 <T> faoR — = —ar (5.44)

o ine priklady na to, ako najst greenovu funkciu (napriklad tento sposob v 1D)

5.2 RieSenie rovnice vedenia tepla
5.2.1 Zovseobecnené pocdiatoéné podmienky
o cheeli by sme vyriesit rovnicu v n + 1 rozmeroch (z,t) € R**! tvare
Oy —Au=f,t>0, u(z,0) = ¢(x) (5.45)
s tym, ze vsetkych vystupujucim funkciam dovolime byt distribuciami z priestoru &' (R"*1)
o ukazeme, ze na to mozno riesit rovnicu
(O —A)i=f+¢5=F (5.46)
bez akejkovlek okrajovej podmienky v celom R"*!, s oznacenim

i {g(x,t) t>0
gat =

5.47
0 t<0 (5:47)

na prvy pohlad robime sucin distribucii ¢d;, co nie je dobre. ale ide o tenzorovy sucin, nakolke

¢ zije na priestore x-ov

« jej riesenie najdeme priamociaro @ = G % F a riesenie povodnej rovnice (5.45) najdeme ako
zuzenie na kladne casy
u(z,t) = a(z, )]0 (5.48)

aby sme videli ze tomu tak ozaj je, vypocitame pre testovaciu funkciu ¢
(01 = D)) = (1, ~0hp = (~12A) = [ dt [ dwu(-00 - Ap) =
— gl =+ [ dt [ (o - Aup =
0

—+ 9(a)p(0) + [ Cat [ @afe = (1 +66i) (5.49)

jeden z hranicnich clenov vypadol vdaka ¢ € S
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o vidime teda interpretaciu clena d; ako zdroja lokalizovaneho v nulovom case

« ostava teda najst greenovu funkciu G

5.2.2 Greenova funkcia diftizneho operatora

e urobime fourierovu transformaciu G iba v priestorovych suradniciach a dostavame

@+ EPEIC) = G (5.50)

e ide teda o Greenovu funckiu v jednom rozmere, ktoru pozname z riesenia prikladu 35
(2m)"/2 Fu[g] = 011" (5.51)
ostava ju len obratit

1 2 . 6 ™\" =2
_ dr€0 —€|1?t —i&-x _ t ( ) -G —
¢ (27T)”_/ $bre ‘ (2m)n i) "

:7716_? (552)

5.2.3 Poissonov vzorec pre riesenie rovnice vedenia tepla

e konvolucia tejto greenovej funkcie s pravou stranou rovnice bude mat dve casti. cast za f je len

cvicenie v premenovavani integracnych premennych
(G * fr0) = (Gats (Fyr 0 +y,t +t'>)) =

/dt/d” 4m /d" /dtfy, olx+yt+t)=
—/dt/d” Vi /d” /dtf ot — )y, ) =

({/ dT/dn 4M_T)> . — 'f(tyﬁf(y’ )} ,¢) (5.53)
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pri vypocte konvolucie druhej casti budeme premenovavat o cosi menej, ale budeme musiet robit

jednu kontrakciu s é-ou

(G * 0y, ©) = (Gat, (Dy0p, p(x +y,t +1'))) /dt/d" /d”yqb o(x+y,t) =

471'75

_/d"y/dt/d” *‘4‘t2d>( z)p (y7 t) =
— [y [ a [ [ v e 'Qqﬁ(a:)] oy, t) =
- ([/ d"y(\/%;)nezﬁ?(ﬁ(y)] ,90) (5.54)

rozmyslime si, ze v tomto vzorci je 6; zbytocna a spojenim vysledkov (5.53,5.54) dostavame

Poissonov vzorec pre riesenie rovnice vedenia tepla (5.45)

n 1 _ == yl2 n Lﬂrt y\f
u(x,t):/d y(\/m> +/ dr/d me =0 f(y,7)  (5.55)

Var(t —71) t—T))

Priklad 38. Nijdite riesenie rovnice vedenia tepla z nulovou pociato¢nou podmienkou a zo zdrojom

v tvare d,. Ako bude toto rieSenie vyzerat pre velké éasy? Co sa z toho da ustadit? O

5.3 Riesenie vlnovej rovnice
5.3.1 Zovseobecnené pociatocné podmienky

o chceli by sme vyriesit rovnicu v n + 1 rozmeroch tvare
(= Ayu=f, t>0, u@,0) = 6(x) , u(z,0) = () (5.56)
s tym, ze vsetkych vystupujucim funkciam dovolime byt distribuciami z priestoru S'(R"*1)

e podobne ako v pripade rovnice vedenia tepla ju budeme vediet prepisat na rovnicu v celom

priestore s pociatocnymi podmienkami zakomponovanymi do pravej strany rovnice
(07 —A)i = f+¢6, +9& = F (5.57)

riesenie tejto rovnice opat najdeme priamociaro konvoluciou @ = G *x F' a riesenie povodnej

rovnice (5.56) najdeme ako zuzenie na kladne casy

u(z,t) = Wz, )]0 (5.58)
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dokaz, ze tomu tak ozaj bude je analogicky ako v predchadzajucom pripade ¢

(07 - A)isp) =(-1? (w0Fp — Ap) = [ dt [ dwu(dpe — ag) =

= upy ZSO —/0 dt/dmutgot —/0 dt/dqucp =

=—¢®MND—WML?+Awﬁ/mmm—Am¢

= (6(2)3; + v(@)5 + f, )
hranicne cleny opat vypadavali vdaka ¢, p; € S

« ostava teda najst greenovu funkciu G

5.3.2 Greenova funkcia vlnového operatora

e rovnica pre fourierovu transformaciu G bude

1
2 —
ktoru sme vyriesili v (5.23) s vysledkom
FlG] O sin(lg]t)
=———0;—sin
(2m)n/2 7 ¢]

tento vyraz obratime postupne pre pripady n =1, 2,3

e Vv jednom rozmere dostavame

O L il i) —
“ = /_ood’fmg\ (¢ ¢ ) =

Tor %€
O b ity —ieatlel)
“on /_oo & (¢ ¢ )

tu si pomozeme integralom
= / de e~
—oo &
pre ktory plati 0,1 = —2mid, a teda I = —2mif,, co v (5.62)

0t (—2’/Ti)

¢ = - (o — 1) — b + 1) = S0,16(x + 1) — Bz — 1)

2r 2

nakreslime si obrazok, rozmyslime si co hovoria jednotlive #-funckie a dostaneme

G- %9@— 1))
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O [ L ieatel) _ —iteatieln) O oL itearery _ itea—en))] _
[/0 d¢ (e —e )—/_Oodgzif(e —e ) =

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)



— (X +1)
B(x-t)
-t t

Obr. 24: Vysvetlujuci obrazok k (5.65).

e v dvoch rozmeroch je greenova funkcia (uloha 42 )
GZLM r = /x2_|_y2 (5 66)
2m /12 — 2 ’ '

e v troch rozmeroch je greenova funkcia

1

= gt~ 1) (567)

ukazeme, ze fourierova trasformacia tohto vyrazu da ozaj (5.61)

1 1 o )
F 352 2\ LT / o ir|¢|cosd _
(G] = (27)3/2 /d 3347r]f\5(t |Z])e @) 3/2 dr do dpr? sm19 6( re

: eltlelcos? — - geitlélcos 9 _

~(2m)32 /dﬂ%smﬂ s (gﬁ)g/QQ/O v sin Yeitlélcos?
it —it|€]

! / dueitléln — 1 el —¢ ¢l _
2 P 28

1 1

L sin(t/é]) e

EERE

faktor 6; bol na zaciatku zahrnuty v tom, ze 6(¢ — |Z|) je automaticky nula pre ¢ < 0

5.3.3 Riesenie vlnovej rovnice

o tak ako pre greenovu funkciu aj pre riesenia rovnice (5.56) budeme mat rozne vyrazy v roznych

rozmeroch

e v jednom rozmere uz vysledok pozname, je nim d’Alambertov-Duhamelov vzorec, tu si uka-

zeme ako k nemu prideme z konvolucie grenovej funkcie (5.65) a pravej strany (5.57) postupne
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pocitame

(G %o, 0) = (Gats (Yyou, p(x +y,t + 1)) /dw/dt Ot — ||) /dyw olx+y,t) =

:/dw/dti@(t— \x!)/dyw(y—m)@(y,t) =
= [ay [an] [ w50~ 1y = sw] et = (5

pricom sme si rozmyslieli, ze 6 funkcia hovori, ze vdialenost y od x je najviac t. spoznavame

—t

[ o) o) G09)

druhu cast d’Alambertovho vzorca. povzbudeni pocitame dalej o cosi narocnejsi kusok

(G * 86}, 9) = (Gt (D01, p(x +y,t + 1)) :/d:c/dtle(t— 1)) (—/dygb(y)gpt(x—}-y,t)) _

/ /dy Z_oooo /d:r/dt@t (t—|z|) /dy¢ oz +y,t) =

= [/dx‘“—@“\ ~ o) olw.t) =
= [y [ a [ /dxa(t—y—xw(x)] olu.) =

( (@ — ) + oz + 1), ) (5.70)

co je opat znama cast ocakvaneho vzorca. duhamelov princip je potom uz len cvicenie v preme-

novavani integracnych premennych

(G f,0) = (Gat, (fyrsp(z +y, t+ 1)) =

/dx/dt ot — |]) /dy/dtfy, oz +y,t+1) =
:/dy/dt [/dm/dt29(t— lz]) f(y — z, ¢ —t)} o(y,t') =
:/dy/dt' [1/dx/dw(t’—t— |y—x|)f(a:,t)] oy, 1) =
/dx/dt{ /dy/dTH t—r— |z —y)fy, )} oz, 1) (5.71)

ostava si vyjasnit, ake su hranice integralu v hranatej zatvorke. v prvom rade 7 < ¢, lebo inak

je argument urcite zaporny, v druhom rade vdialenost y od x moze byt najviac ¢t — 7 a teda

t x4+ (t—7)
(G f.p) = (; L] f<y,r>,so> (5.72)
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e v dvoch rozmeroch bude situacia o cosi komplikovanejsia zacnime nehomogennym clenom a

premenovavanim premennych

(G [, /d2/ %/CF /dtfq:t oz +y b+ 1) =
S LEk =Ty T ——

t_t/ ’x_y’) /
_/Q@/dt/f /d% T Ty @ 09t (5.73)

opat dostavame t' < t a potom opat integral cez take y, ktorych vzdialenosti od z je mensia ako

t — t', takze integrovanie cez gulu so stredom v x a polomerom ¢t — t/, ktoru budeme oznacovat
B(z,t —t') a celkovo teda

(G f, ) <27T/ / et t_g)(g’_TTx_y|2,¢> (5.74)

pocitame dalej clen za 1)

(G * Yoy, ¢ /d2 / |y| ’2/d2:mb oz +y,t') =

_/dz / ( \y—x\‘z/d%w ) =

_ 1ot — |z —yl)
= (/ d2y%m¢(y)7¢> (5.75)

opat budeme integrovat cez gulu, tentoraz B(z,t), ostava posledna ingrediencia

(G +680) = Gy (0udie)) = [y [ a5 LW ([ ata)an(a-+u.0)) =
—0+/d2 /dt /d2 o o7 ( ((t,);_’?j;_xgﬂ(w)) py,t') =

(10 )
(g7 i) ) 51

kde 0 oznacuje nulovy hranicny clen. dohromady teda dostavame pre riesenie dvojrozmernej

vlnovej rovnice

+

10 B(y) 1 Y(y)
PN ST N WU P T
e t) =55 (/B(m) OV vl BT P Y/ e
1t [y, 7)
L A / 22 ’ 5.77
ﬂ/o OV (= e P 70

¢ v troch rozmeroch dostaneme DOPLNIT VYPOCET

10 (1 1
7)) =—— | = d*y (7 +7% Py v (i) +
w(E. 1) Mm@émﬁym@ 1 Py 0D

1 S = o
Am JB(z) |7 — 4]
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5.3.4 Sumar, porovnanie a interpreticia najdenych vztahov

o pre greenove funkcie vlnoveho operatora sme v n = 1,2, 3 rozmeroch dostali postupne

1
Gy = 0(ct — |z|) (5.79a)
B 1 O(ct —1)
Cy=5 s (5.79b)
1 =
G3 rE (ct — |2]) (5.79¢)

a pre riesenia cauchyho ulohy (5.56) potom postupne

(p(x — ct) + ¢p(x + ct)) + % e dyy(y) + — / dr /M_C e dyf(z,7) (5.80a)

x—ct

| =

u(zx,t) =

R 19 ¢(y) 1 2 ww>
) = d? 4—7/ d
w(@:1) 2me Ot (/B(m ct) y\/czt2 — |z — y|? * 27c J B(x,ct) y\/c2t2 — |z — y|2+
fly,7)
5.80b
27rc/ /xctT \/02 —7)2 — |z — y|? ( )

. 1 0 (1 P o 1 .
(i t) = at( ;gB(M) y<z><y>>+4mzt By LV

1 —
4me J B (i ct) \w—w

Priklad 39. Rozmyslite si, po pripade explicitnym vypoctom ukézte, ze toto st zodpovedajtice vztahy

pre vSeobecnt rychlost Sirenia vin c. O

Priklad 40. Vo vzorci pre rieSenie trojrozmernej ulohy skuste prepisat posledny ¢len do podobného
tvaru ako rozdpovedajici Clen v rieseni dvorozmernom pripade. To znamena ako integral cez casovil
premenni v nejakych hraniciach a integral cez hranicu nejakej gulovej plochy, ktorej polomer zavisi

od tohto integra¢ného casu. O

o vo vSetkych troch pripadoch uvazujme homogénnu tlohu f = 0 (bez budenia) a funckie ¢, ),
ktoré st nenulové iba v nejakej uzavretej oblasti D C R™ a pozrime sa, ako bude vyzerat riesenie

u v nejakom fixovanom bode xg ¢ D v roznych ¢asoch ¢t > 0
e jednorozmerny pripade sme uz podobne analyzovali

e v dvoch rozmeroch dostaneme nulovy vysledok pre casi t < T" a nenulovy vysledok pre lubovolny
cast > T

v troch rozmeroch dostaneme nenulovy vysledok pre casi medzi 71 <t < Tp

Priklad 41. Z tvaru Greenovej funkcie v dvoch rozmeroch (5.79b) a uvdzenim posobenia na testovacie
funckie ktoré nezavisia od druhej stradnice stradnice xo najdite vztah pre jednorozmerni Greenovu
funckiu (5.79a). O
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Jranica B

Obr. 25: Riesenie vlnovej rovnice pre rozmery n = 1,2,3 pre f = 0 a ¢, # 0 iba v ohranicenej oblasti
D v bode xg ¢ D v troch charakteristickych ¢asoch.
Riesenie. |

Priklad 42. Podobne ako v prechiadzajicom priklade, z tvaru Greenovej funkcie v troch rozmeroch

(5.79¢) a uvazenim pdsobenia na testovacie funckie ktoré nezavisia od tretej stiradnice z ngjdite vztah

pre dvojrozmerni Greenovu funckiu (5.79b). O
Riesenie.
Gy = [dxGy=
_ { ST ﬁ Y 2+ y? < A2 5 1 _
0 22 +y? > 2?2 222 _g2_y2 | & (t _ W)’

L e@e -ty (VPP e 1@ /o) (5.51)
 A4nc? ct V22 - 2me /2 — |T)? '
n

Priklad 43. Pre pociatocné podmienky ¢, 1, ktoré nezavisia od jednej z premennych ukazte, ze
vztahy (5.80c), resp. (5.80b) pre riesenie troj-/dvoj-rozmernej tlohy prejdu na zodpovedajici vztah

pre dvoj-/jedno-rozmerni tlohu. O
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RieSenie. Riesenie pre dvojrozmerni tilohu s nulovou pociato¢nou rychlostou. Pocéitame!?

19 ¢
u(z,t) =u(zy,y1,t) = e Ot (/ B(act) d’y \/02t2 — 211))2 — (xg — y2)2> -

1 0 xﬁ-ctd ot/ ct?—(z1 y1)2 p 1

== /mct y16(y1) Y e Yo NG rre v e S
1 a z1+ctd 1 a mlJrctd xlfctd

=5t (/Elct y1¢(y1)7f> = 590 </0 y19(y1) —/0 y1¢(yl)> =

:%gé(xl Fet) - %(—1)(1)(:51 o) (5.82)

Priklad 44. Urobte podobni obrazkova analyzu pripadov, v ktorych funckcie ¢, ) nezavisia od jednej

z premennych a rozmyslite si, ako spolu sivisia vysledky v rézne rozmernych pripadoch. O
Priklad 45. Priklad o odvodeni Kirchhofovho vzorca z dAlambertovho. O

Priklad 46. Vyrieste nasledujice tlohy

Ugg — U1y — ug2 =0 w(z1,22,0) = 331 +fU2 u(x1,22,0) =0
Upe — UYL — U9g = T1Tol u(x1,x2,0) =0 wg(x1,22,0) = xy (5.83)
Ugg — U1l — Uy —u3zz =0 u(wy,22,23,0) = 2% + 223 — 1 wy(x1, 20, 23,0) = 2% — 21 + 1
Uy — Uil — Uga — usg = 1t w(x1,2,23,0) =0 u(x1, x2,23,0) =0
O

Riesenie. Nie uplne, ale snad postacujuco detailne naznaky riesenia. Prva rovnica

/ d21"—>/0tdrr/2ﬂd0 x’:x+rc‘059
B(@,ct) 0 0 y =y+rsinf

t x4yt 4?42 6 + 2zrsin t 1 t3 1
/drr go Ty T F errcosUt sarsmO _ o2 2yt (1,)+27rﬂ (2, )
0 0 12 —r2 2 2 2 2

u(z,y,t) = 2° + y* + 2t°

Druha rovnica

d2 ! .’L'/y/ 92 d _ 1 3
B T = me 5 Tyt —7)T = xy=t
B(Z,ct) te—r 6

1
u(Z,t) = zyt + —ayt

6
f(=)
[ a0 = 3 / () = [ @)8(/ (@)

=T

12

\/7
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Tretia rovnica

' =x + ctsinfcos ¢

™ 2
7{ d?z’ = cth/ dé sin9/ de | v =y +ctsinfsingp
AS (& ct) 0 0 ,
2! =2z + ctcosb
T T 4 2w
/ df sinh = 2,/ df sin®0 = =,
0 0 3" Jo

1
u(f,t)::c2+ty2+§t3+t2+t—t:z+2z—l

do cos>p=m

Stvrta rovnica.

' =x+rsinfcosgp

ct ™ 2m
/ d?’a:’:/ drr2/ de sin@/ do | v =y+rsinfsing
Bl ° ° ° 2 =z+rcosb

1

u(Z,t) = 656753
|
5.3.5 Vlnova rovnica v n-rozmeroch
e podmienku pre Greenovu funkciu v n rozmeroch napiseme trochu inak
(07 = A)Giz =0, Guli_y =0, 0Gyp|,_y = 0(z) (5.84)
(premysliet ze to je ozaj ekvivalentne)
o riesenie tejto rovnice budeme hladat v tvare G, (t? — r?) = G,(0), motivovani invariantom
transformacie, ktora nemeni vlnovy operator
nasledne vypocitame
oG = 2G! + 42°G" (5.85)
AG, = (rnl_larr“aJ G = 4r°G" — 2nG", (5.86)
(02— AYG, = 4 <aG;; + 23 1G;> ~0 (5.87)
ak tuto rovnicu zderivujeme podla o este raz, dostaneme
oGy + %MGZ =0 (5.88)

z coho vidime, ze GJ, splna rovnaku rovnicu ako Gy, 42 a mozu sa teda lisit iba o multiplikativnu
konstantu (rozdiel o riesenie homogennej rovnice nas nezaujima). dostaneme teda

dGg,

e (5.89)

Gn+2 =c

tato konstanta sa o chvilku ukaze byt 1/7
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pre n = 1 mame

1
G = 549(1t2 —r?) (5.90)
co da J
c Co 9 9 c
= —_-—— = — —_ = — —_ . 1
Gs 53500 s 25(t %) 4T(5(t T) (5.91)

kde sme vyuzili, ze aj t aj r su kladne. dostali sme teda ze ¢ = 1/7

pre vseobecny neparny rozmer n = 2k + 1 potom dostaneme

1 d*
G = ——90 5.92
2k+1 ok dok (U) o ( )
a pre vseobecny parny rozmer n = 2k + 2
1 d*F 0(o)
G — 5.93
2k+2 27rk+1 do_k \/E s ( )

na tomto mieste si len vsimneme, ze s rastucim rozmerom distribucia G, nabera na singularite a
obsahuje vysoke derivacie §-y, co znamena ze riesenie zavisi od vysokych derivacii pociatocnych

podmienok

vlnova rovnica teda vo vseobecnosti kazi diferencovatelnost

dva vzorce pre parne a neparne rozmery sa daju spojit do jedneho zavedenim polociselnej deri-

vacie, ale to nebudeme potrebovat

5.3.6 Jednoznacnost rieSenia a iné tlohy pre vlnovi rovnicu

pre rozmery n = 1,2, 3 sme nasli explicitne vyjadrenie riesenia a teda dokazali jednoznacnost a

existenciu

pre vseobecne rozmery sme naznacili vypocet greenovej funckie, ktora potom v konvolucii so

zovseobecnenou pociatocnou podmienkou F' v (5.57) da riesenie, je ale toto riesenie jedine?

nech su riesenia dve, u; a us a studujme ich rozdiel w = u; — ueo. tato funckia splna homogennu
rovnicu s homogennou pociatocnou podmienkou a teda F' = 0, co v konvolucii s lubovolnou G,

da vzdy nulu
preto v(z,t) = 0 a teda u; = ug
vseobecnejsia pociatocna podmienka - doteraz sme mali pociatocnu podmienku zadanu na

nadploche t = 0. mozme sa pytat ako mozme tuto nadplochu zovseobecnit aby sme mali stale

dobre definovany problem s pociatocnou podmienkou

v jednom rozmere - mozme priamku t = 0 zdeformovat tak, aby aby ju ziadny minuly kuzel

nepretinal viac krat
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vo viacerych rozmeroch - pre linearny hyperbolicky operator
Lu = GijUij + - .. (594)
bude dobrou nadplochou 7(x) = 0 taka, ktora nie je nikde charakteristicka, teda

gij’yﬂj 75 0 Vl‘ (5.95)

to je analog podmienky na krivku I' pri rovniciach prveho radu, aby sa riesenie, ktore sa prenasa
po charakteristikach neprenieslo na to iste miesto z roznych smerov rozne
» Goursatov (charakteristicky) problem

na zaver budeme studovat iny druh podmienok na riesenie vlnovej rovnice. specialne v 1D pri-

pade, kde je vseobecne riesenie vlnovej rovnice bez pravej strany dane
u(z,t) = gi(x —t) + ga(x + 1) (5.96)

rovnicu budeme riesit v oblasti t> > 22 a na jej hraniciach ¢ = || budeme mat zadanu hodnotu

u

u(z, —z) = ui(x) , u(z,x) = uz(x) (5.97)

pricom aby sme mali konzistentne zadanu ulohu u1(0) = u2(0) = ag. toto dosadime do riesenia

ulohy a dostaneme podmienky

uz(z) = g1(0) + g2(22) (5.98)
ur(z) = g1(2x) + g2(0) (5.99)
co pre x = 0 da ¢1(0) + g2(0) = ag a teda
u(z, t) = ug (T) + ug (x —; t) —ap (5.100)
vsimnime si, ze ak by sme zadali na hranici ¢t = |z| aj casovu derivaciu funckie u, tak by sme

problem predefinovali, nakolko by sme tym padom urcili aj funkciu g aj funkciu ¢’

tiez si vsimnime, ze ak by sme chceli zavriet oblast tak, aby bola uzavreta a zadat w na tejto
oblasti to by tiez vo vseobecnsoti neslo, nakolko vo vnutry oblasti ¢ = |z| je riesenie u dane

vzorcom (5.100) a nemozme ho lubovolne zadavat

e prichadzame k zaveru, ze Dirichletova okrajova uloha je pre vlnovu rovnicu zle definovana
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6 Okrajové ulohy pre Poissonovu rovnicu a zovseobecnenia
e uz sme pisali ze v parabolickych a hyperbolickcych rovniciach mame jednu specialnu premennu,
ktoru identifikujeme s casom a tieto rovnice popisuju dynamicke situacie

mozme sa vsak zaujimat o take riesenia rovnic
(O —Au=0, (02 —A)u=0 (6.1)

ktore nezavisia od casu. napriklad preto, ze sme ich na zaciatku nainicialozovali tak, ze sa
pocaitocna podmienka nebude menit, alebo preto ze sme pockali dostatocne dlho na to, aby sa

riesenie ustalilo a prestalo sa v case menit (vedenie tepla, trenie)
z fyzikalneho hladiska ide napriklad o elektrostaticke problemy, o tvar membran natiahnutych

na zadany ram, vedenie tepla v ustalenom stave

e na zaciatok budeme studovat vlastnosti rieseni Poissonovej rovnice
Au=f (6.2)

pricom homogenna rovncia Au = 0 nesie specialne meno Laplacovej rovnice (jej riesenia su do-
slezite pri hladani greenovych funkcii pre zadanu okrajovu podmienku, ale o tom potom)
o aky druh podmienok vieme nalozit na riesenia (6.2)

ukaze sa, ze Cauchyho pociatocne podmienky nie, nakolko taketo riesenia nie su stabilne : ilus-

tracny priklad, ktory pochadza od Hadamarda

Cauchyho uloha pre Laplaceovu rovnicu v dvoch rozmeroch s pociatocou podmienkou

u(x1,0) =0, u(x1,0)z, = Up(x1) = sin(nx)

(6.3)

ma riesenie
sinh(nx2) sin(nx;)
2

Up (71, T2) = (6.4)

n
rovnica s homogennou pociatocnou podmienkou ma nulove riesenie ug(x1,x2) = 0. pre lubovolne
€ viem zvolit n tak, aby

[tn(21)| < € Va1 (6.5)

a teda pociatocne podmienky pre tieto dve riesenia su lubovolne blizko pri sebe. avsak nech je
n akekolvek, plati
VK e R3L, |uy, —ug| > K Voo > L (6.6)

a teda riesenia u, a ug su od seba lubovolne daleko. cauchyho uloha pre laplaceovu rovnicu je

nestabilna
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6.1 Klasifikacia okrajovych tuloh

e riesime teda Poissonovu rovnicu

Au=f,zecQCR" (6.7)

kde Q je hladka, ohranicena, spojita oblast, jej hranicu 92 budeme oznacovat S (tj. mnozinu
bodov, pre ktore neexistuje otvorena mnozina, ktora by bola cela dnu alebo cela von, nemusi
nutne platit S C Q)

budeme sa stretavat s tymito tromi druhmi okrajovych uloh (nie nutne na celom S tie iste, moze

byt kombinovane)

6.1.1 Dirichletova okrajova tiloha

o funckia zadana na hranici oblasti

Ules = ¢(@) (6.8)
pre zadanu funkciu ¢

zodpoveda fixovanemu okraju, fixovanej teplote, zadanemu potencialu

6.1.2 Neumanova okrajova uloha

e normalnova derivacia zadana na hranici oblasti

du
on z€eS

= () (6.9)

pre zadanu funkciu v

zodpoveda volnemu okraju, zadanemu toku tepla, zadanej hustote naboja

6.1.3 Robinova okrajova tloha

e zadana kombinacia

6.2

aju + azg- = g(z) (6.10)
pre zadanu funkciu v

zodpoveda okraju na pruzine, vymienaniu tepla s okolim s nulovou teplotou podla Fourierovho

zakona

Vlastnosti harmonickych funkcii

hladke riesenia Laplacovej rovnice v zadanej oblasti 2 budu hrat specialnu ulohu, maju specialne

vlastnosti a preto aj specialne meno, harmonicke funkcie a oznacenie v

nebudeme od nich ziadat ziadne vlastnosti na hranici S, v zmysle ze konretna harmonicka funkcia
ma konkretne vlastnosti na S a nas moze zaujimat aka konkretna harmonicka funkcia ma tieto
vlastnosti, ale na vseobecnu harmonicku funckiu nebudeme nakladat ziadne okrajove podmienky

a lubovolne riesenie Av = 0 v celej oblasti 2 nazveme harmonickou funkciou
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Veta o strednej hodnote

 klucovou vlastnostou harmonickych funkcii je nasledujuce tvrdenie (veta o strednej hodnote)
pre harmonicku funkciu v plati

1
v(x) = }({93(%[)) dSyv(y) (6.11)

wnpn—l

pre lubovolnu gulu B(x, p) ktora je cela v nasej oblasti, B(x, p) € Q a kde w,, je povrch jednot-

kovej n rozmernej gule

znamena to teda, ze funkcna hodnota harmonickej funkcie je dana ako aritmeticky priemer

hodnot na lubovolnej (!!!) guli ktora cela lezi v oblasti harmonicity

tvrdenie vyplyva z explicitneho vypoctu. kedze operator A je translacne invariantny, mozme si

bod x premiestnit do pociatku a nic nepokazime, zadefinujeme funkciu

1
wnpn—l

(p) = émm%ww (6.12)

a vypocitame jej derivaciu podla p. na to preskalujeme premennu y hodnotou p, co da

po) = ds,ulup) (6.13)
8B(0,1)

Wn

a jedine mieste kde sa na pravej strane nachadza p je v argumente v a mozme pisat

ov
v(y - (p+dp)) = v(yip +yidp,...) = v(y1p,...) + Ty?/idp (6.14)
dv  Ov
— =y 1
i~ oy’ (6.15)

druhy clen je derivacia Vv -y a teda derivacia v v smere y, ktory lezi na jednotkovej sfere a teda

derivacia v v smere n, cim dostavame

)
= 22as, = Vo-dS, = AvdV, =0 (6.16)
lyl=1 In lyl=1 lyl<1

kde sme pouzili Gaussovu vetu. funckia u(p) je teda konstanta a pre spojitu v ju mozme vypocitat

v limite p — 0, co da u(0) = v(0) a bude mat tuto hodnotu vsade, cim je dokaz dokonany

« tato veta plati aj opacne, a kazda funkcia ktora splna (6.11) je harmonicka v danej oblasti

veta o strednej hodnote sa da prepisat aj ako integraovanie cez objem celej gule B(x, p)

Priklad 47. Prepiste vetu o strednej hodnote harmonickej funkeie (6.11) do tvaru, v ktorom sa bude

integrovat cez cely objem gule. O
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Principm minima a maxima

e oblast €2 nie je nutne uzavreta, takze nemozme rozpravat o maximach a minimach v na 2, ale
mozme hovorit o supreme a infime, oblast 2 = Q U .S uz uzavreta je, takze mozme hovorit o

maxime a minime

z vety o strednej hodnote vyplyva nasledujuce tvrdenie

maxav = Maxgv , mingv = mingv (6.17)
harmonicka funckia teda dosahuje svoje maximum a minimum na hranici oblasti, kde je harmo-
nicka
z toho dostaneme, ze funkcia ktora ma maximum vo vnutry oblasti je nutne konstantna, ako
bude jasne z nasledujuceho dokazu

e nech funkcia v nadobuda maximum v niektorom vnutornom bode zy € (), oznacme hodnotu
tohto maxima v(zg) = M a zostrojme gulu so stredom v bode z( tak, aby bola cela v

funckia v ma potom na celej tejto guli hodnotu M. ak by v niektorych miestach mala mensiu
hodnotu, musela by mat v niektorych miestach vacsiu hodnotu, nakolko priemer vsetkych hodnot
je M, ale to nie je mozne nakolko M je maximalna hodnota, na zaklade toho musi mat hodnotu

vsade na tejto guli, vsade v tejto guli a teda vsade v 2

 Dirichletov princip - zo vsetkcyh funkcii, ktore splnaju u|z, = ¢ harmonicka funkcia mini-
malizuje hodnotu funkcionalu

1
E- f/ v |Vul? (6.18)
2 Jo
Priklad 48. Dokazte Dirichletov princip (6.18). O

e trivialny dosledok vety o minime a maxime je fakt, ze harmonicka funkcia ktora je na hranici §2

konstantna je nutne konstantna aj v celom objeme €2

VeeSv(z)=c = Ve eQu(z)=c (6.19)

Désledky pre jednoznacénost a stabilitu rieSenia okrajovych tiloh
e trivialnym dosledkom tohto trivialneho dosledku je jednoznacnost riesenia Dirichletovej okrajovej
ulohu pre Poissonovu rovnicu
ak by sme mali totiz dve riesenia u; a we, ich rozdiel je harmonicka funckia s homogennou
okrajovou podmienkou a teda nula vsade v 2
e poznamenajme, ze tu je klucova spojitost hranice a spojitost okrajovej podmienky na hranici, o
com nas presvedci nasledujuci dvojrozmerny priklad

ak hladame hramonicku funkciu v oblasti Q = {|z| < 1,22 > 0} a teda polkruh a okrajovu pod-
mienku zadame nulovu az na bod (0,0), potom ma uloha Av = 0 ocividne riesenie v = 0 ale aj

riesenie v = I'm(z + 271), 2 = 21 + 2
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6.3

Priklad 49. Overte, ze takto zadané funkcia je hamronicka a spliia okrajovi podmienku. [

podobne dostaneme dokaz o stabilite riesenia Dirichletovej ulohy pre Poissonovu rovnicu. nech
u1,2 je riesenie s okrajovou podmienkou ¢1 2, potom dostavame ze rozdiel w = u; — us je riesenie

Laplaceovej rovnice s okrajovou podmienkou ¢ — ¢o
ak zoberieme |¢; — ¢2| < &, potom maximum w na hranici je £ a minimum je —e, co ale znamena
ze to je maximom a minimom aj vo vnutry. to ale znamenana ze

lup — ug| < e Vo € Q (6.20)
a teda ze riesenie je stabilne voci malej zmene okrajovej podmienky
dokazeme este istu mieru jednoznacnosti riesenia Neumannovej ulohy pre Poissonovu rovnicu.
majme dve riesenia u1 2 tej istej ulohy. zostrojme w = uy; — u2
DOPLNIT CEZ MIN MAX

po pripade mozme vo vztahu (6.39) z nasledujucej casti pouzit u; = us = w a dostaneme
/ dV|Vw|* =0 (6.21)
Q

a kedze |Vw|? > 0 dostavame Vw = 0 a teda w = const a dve riesenie Neumanovej ulohy sa

mozu riesit najviac o konstantu (vseobecne roznu konstantu pre rozne dvojice rieseni)

Riesenie Dirichletovej okrajovej tilohy
nas plan utoku je nasledovny

riesenie budeme hladat podobne ako predtym, najskor najdeme specialne riesenie s f =9 a

potom z neho skonstruujeme riesenie vseobecnej ulohy

problemom bude okrajova podmienka, ktoru vyriesime pomocou rozumneho vyuzitia volnosti v

greenovej funkcii

e v tejto casi bude greenova funkcia cosi trochu ine ako predtym, fundamentalne riesenie bude

to iste ako predtym, ale Greenova funkcia nebude fundamentalne riesenie, ale fundamentalne

riesenie uz s touto vhodnou volbou homogenneho riesenia (=hramonickej funkcie)

6.3.1 Fundamentalne riesenie Laplaceovej rovnice

e budeme hladat riesenie rovnice

Au=9§ (6.22)
bez akychkolvek podmienok na €2 a pojde teda cisto o vlastnost Laplaceovho operatora

riesenie budeme oznacovat K a nazyvat fundamentalne riesenie Poissonovej rovnice, najdeme

2

ho ako limitu ¢ — 0 fundamentalneho riesenie operatora A — a“ a to najdeme fourierovou

transformaciou
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o v casti 5.1 sme ukazali, ze pre fourierovu transformaciu F[K] plati

1 1

= e

(6.23)

ostava teda obratit tento vyraz

1 TL _Z‘z _aa n - 2067/x
K= Gy | P - J et -

1 oo ,].‘.n/2 —ﬁ—a?a ‘$| 1-2/n /2 (ot )‘/‘2(12
Gk —‘ww() [ o e

(6.24)
na tomto mieste vypocitame vseobecnejsi integral
I= / dova~ e (@3 (6.25)
substitusciou a@ = e* dostaneme integral
[e.9] o0
1= / duy ew1—m)—zcoshu 2/ du cosh [u(1 — m)] e~ #coshu (6.26)
—00 0

s troskou sklamania skonstatujeme, ze dalej sa nepohneme a posledny vyraz je definiciou modi-

fikovanej beselovej funkcie, co da vysledok
I =2K,;_1(z) (6.27)

pre fundamentalne riesenie operatora A — a? teda dostavame

1 ‘$| 1-2/n
T (2a> 2K s 1 (ala) (6.28)
ostava spravit limitu @ — 0, pre n > 2 nam pomoze asymptoticke vyjadrenie modifikovanej

Besselovej funkcie

Ky(2) ~ %r () (j)b (6.29)

toto dosadime do predchadzajuceho vzorca a dostavame vztah, ktory je dobre definovany v limite

maleho a a potom upravujeme

1 n 1 1 [2xn2\7" 1
K=— —T(=-1 = = 6.30
4rn/2 <2 ) |z["=2  2—n ( s ) A (6:30)
1 1
= 6.31
(2 — n)wy, |72 (6:31)
kde sme spoznali
omn/2
Wy, = - (6.32)
I'(3)

povrch jednotkovej sfery v n rozmeroch
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e ostava si vyjasnit pripad n = 2 v ktorom asymptotika Besselovej funkcie vyzera inak

Ko(z) ~ —log (;) — (6.33)
po tom co zahodime (nekonecnu) konstantu dostaneme

1
K = Py log || (6.34)

e tieto vzorce sa daju odvodit aj inym sposobom
ak budeme hladat riesenie v tvare K (|z|) = K(r), rovnica AK = 0 pre r > 0 da'3

n—1

K" + K'=0 (6.35)

r

jej riesenie hladame v tvare %, pricom pri o = 0 sa musime mat na pozore. rovncia da o = 2—n
a teda pre n > 2 dostaneme az na konstantu to iste ako predtym. konstantu dopocitame z

podmienky
/ AV, K (y) = 1 (6.36)
B(0,R)

a podobne pre dva rozmery

6.3.2 Greenova funkcia pre Dirichletovu tlohu a jej riesenie
o Greenovu funkciu G(z,y) pre z,y € Q zadefinujeme ako riesenie ulohy

AG(z,y) =0(z —y) (6.37a)
G(z,y)|es =0 (6.37Db)

vidime teda, ze ide o vlastnosti operatora A a oblasti €2 ale nie je to vlastnost konkretnej ulohy

f e

o kedze ide o specialny pripad Dirichletovej ulohy, vieme ze ma jednoznacne riesenie, riesenie bude

v tvare G(z,y) = K(z —y) + v(z,y) kde harmonicka funkcia v musi splnat

Av(z,y) =0 (6.38a)
’U(JJ, y)‘xES - - K(.%' - y)’mGS (638b>

aj toto je Dirichletova uloha teda aj takato funckia v existuje najviac jedna. ak ju teda (akokolvek)

najdeme, vieme, ze uz dalej hladat nemusime

e pred tym, ako si ukazeme ako hladat Greenovu funkciu si ukazeme, ako ju pouzijeme na riesenie

Dirichletovej ulohy

13Pripomienka radialnej casti laplacianu A, = Tn%ld% (r"‘l i)
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o pre dve funkcie wi(z), wa(z) na Q plati

/ dV YV, - Vs = 7{ w 8w2d5 / dV w1 Aws (6.39)

co je viac rozmerna verzia vzorca pre integrovanie per partes
ked teraz od seba odcitam dve verzie s vymenenym w1 a us dostaneme Greenov vzorec

/ av (wlsz — ’U)QAwl) = % dsS (wlaw — w28w1>
Q S on on

ten sa ukaze byt klucovy

(6.40)

dostavame z neho napriklad symetriu Greenovej funkcie (pripad w; = we = G)

o v (6.40) zobereiem wy = u,ws = G(x,y) dostavame

/ dV,, (u(y)AG(y, z) — Gy, z) 7( ds, ( )26, @ )—G(y,x)au(y)> (6.41)

Ony ony

vyuzijeme teraz, ze u je riesenie ulohy (6.7,6.8) a teda ze pozname Aw aj u na hranici S. derivaciu
u na hranici nepozname, ale tu vstupy do hry definicia Greenovej funkcie, vdaka ktorej clen v

ktorom by sme tuto vedomost potrebovali vypadne. dostavame

oG (z,y)
ony

= [ avswca.y + § ds,00) (6.42)

toto je vztah ktory dava riesenie Dirichletovej ulohy v uzavretej oblasti €2 a teda dokazuje

existenciu riesenia tejto ulohy

o interpretacia clenov je mozna na zaklade analogie s elektrostatikov a vedenim tepla
elektrostaticka analogia

cast f(y)K(x —y) hovori o potencialy, ktory bude bodovy naboj ulozeny v mieste f(y) v mieste

X

cast f(y)v(x,y) hovori o potencialy, ktory v mieste x budi naboj, ktory rozlozenie naboja f(y)

indukovalo na vodici, ktory tvori hranicu oblasti Q (viac v casti o imaginarnych nabojoch)

interpretovat druhy clen je trochu zlozitejsie, matematicky ide o potencial dvojvrstvy (priklad)
v mieste = - hustota naboja o4 na jednej vrstve a o_ sa vrstve ktora je velmi blizko, v limite su
obe S, ide potom o rozlozenie dipoloveho momentu velkosti ¢(y) v smere vektora n,, - potencial
na dvojvrstve ma skok presne dany hustotou o, co je presne to co chceme - z nuloveho potencialu

mimo oblasti dostat nejaky zadany potencial ¢(y) na hranici

vodic zo zadanym rodelenim potencialu je teda rovnaky, ako uzemneny vodic, ktory ma v kazdom
mieste ulozeny dipol s dipolovym momentom danym povodnym potencialom (a v smere normaly
v danom mieste)

tav

cas potom zodpvoeda efektu, ktory ma tento dipol na volne naboje v tomto uzemnenom

vodici a zodpoveda nejakemu imaginarnemu dipolu
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tepelna analogia

druhy clen mozno interpretovat ako riesenie ulohy o vedeni tepla bez vnutornych zdrojov f,

funckia OG/On potom hovori, ako sa fixovana teplota ¢(y) na hranici S prejavi v mieste

o pred tym ako sa pustime do konstrukcie Greenovej funkcie si ilustrujme ziskane vtahy na velmi

jednoduchom priklade

Priklad 50. Metédou Greenovej funckie nédjdite rieSenie jednorozmernej tilohy na intervale (0,1) s

pravou stranou f a okrajovou podmienkou u(0) = A, u(1l) = B. O

Riesenie. V prvom rade si uvedomme, ze preskalovanim premennej x by sme mohli lubovolny interval
(a,b) previest na takyto tvar a teda uloha nie je az taka specialna ako sa zda. V druhom rade si

spomenme, ze v pripade jedneho rozmeru K = %]w\ a teda

1
tak, ze 02v(z,y) = 0 atedav(z,y) = az+f, kde a, 3 su nejake funkcie y. Z podmienky v(0,y) = —% |y, v(1,
a z toho ze y € (0,1) dostaneme
1 1
f=—gy,a=502y-1) (6.44)
co da ) .
Glz,y) = Slz —yl+ay — 5z +y) (6.45)
Na okrajoch plati
9 & y=0
T (6.46)
pricom
8Géz, y) =—bz—y +uz (6.47)
pre druhy clen v (6.42) dostaneme
8G (z,y
§.as,000 = 3 0055 = (1) [-0(-1) + ] + 6(0) [ (-0(0) + )] =
v Ony
=(B-A)z+ A (6.48)
Prvy clen upravujeme
BG (x,y
[ aviw6e. = [ ayre)® D s py)Gie),, (6.49)

kde F je primitivna funkcia k f, a teda F’'(y) = f(y). Druhy clen vypadne (explicinte alebo z kons-

trukcie Greenovej funkcie). V druhom clene dostaneme

1 1
/ dy F(y)0(z —y) + z / dy F(y) (6.50)
0 0
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druhy clen mdéze byt nulovy, nakolko F' mozme posunut o lubovolnu konstantu a teda mozme ju
nastavit tak, aby fol dyF(y) = 0, druhy clen da [ dy F(y), cize dostavame

u(z) = /Ox dy/dyf(y) (B A+ A (6.51)

co je presne funkcia ktoru sme cakali. |

6.3.3 Konstrukcia Greenovej funkcie metédou imaginarnych nabojov
¢ doteraz sme sa zaoberali ohranicenymi oblastami, nasledovat vsak bude hned ako prvy pripad
oblast, ktora nie je ohranicena, pricom sa samozrejme budeme tvarit ako keby sa nic nestalo

je teda namieste komentar co s tym. pripad neohranicenej oblasti budeme zavadzat ako pripad
ohranicenej oblasti, ktora rastie. integraly ktore vystupuju vo vzorci (6.42) teda budu nevlastne
a musime si davat pozor na to, aby boli dobre definovane a konvergovali. vzdy ked prichadzame

do kontaktu s neohranicenou oblastou si na to musime davat pozor.

that said, budeme s neohranicenymi oblastami pracovat, ako keby sa nechumelilo

o ukazeme si teraz metodu imaginarnych nabojov na niekolkych prikladoch

idea by potom mala byt jasna

e Greenova funkcia polpriestoru v dvoch rozmeroch za oblast zoberieme polpriestor v 2D,
takze
Q = {(21,22) € R, 21 > 0} (6.52)

a hladame Greenovu funckiu, ktora bude mat tvar G = log |z — y|/27 + v, kde harmonicka v

splna
(6.53)

1
v(z,y) = —gloglfc - ;
Yyi1=

ak zadefinujeme vektor y' = (—y1,y2) je jasne ze |& — y| = |Z — ¢/| pre vsetky y € Q,7 € S a
teda ak zoberieme za v

1
v(x,y) = —5-log |z — 9| (6.54)

kedze y' ¢ Q tato funkcia je harmonicka a splna vztah (6.53). ale z jednoznacnosti riesenia

Dirichletovej ulohy vieme, ze ine v neexistuje a nasa uloha je splnena a mame

G(z,y) = log |z — y| — log |z — ¢/|) (6.55)

=
2w
ostava dopocitat gTGy' kedze normala smeruje von z objemu, dotavame

9| __9 (6.56)
Ony Jes oy
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n —
¥ -
Obr. 26: Greenova funkcia v polpriestore.
pocitame
0 1 1
oy 1Y =S 2(z1 —y1)(~1 6.57a
B g| yl 2 (x1 — y1)% + (z2 — y2)? (1 —y1)(-1) ( )
0 1 1
—loglz — /| == 2(x1 + 6.57b
L R Y pwrars o ary preyy L CU R Y (6.57b)
a teda
M — i 1 — Y1 n i 1+ 1 B
8ny yeSs 21 (x1 — y1)? + (22 — y2)? y1=0 21 (z1 + y1)2 + (22 — 12)? o
1 2
- (6.58)

“2ma? + (w2 — yo)?

co dava riesenie celej ulohy

o0 o0 1 (z1 —y1)? + (32 — 2)?

21‘1

o0 1
+/_OO dys ¢(yz)§x% oy (6.59)

aby mal vysledok zmysel, musia byt funkcie f, ¢ take, aby oba tieto integraly davali zmysel

Priklad 51. Najdite dvojrozmerné riesenie Laplaceovej rovnice v polrovine xz; > 0 pre okrajovi

podmienku
d(x2) = 0(x2) , (6.60)

P(x2) = x;i T (6.61)

O
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e Greenova funkcia stvrtpriestoru v dvoch rozmeroch pozrime sa teraz na komplikovanejsiu
oblast
Q CR?={x; >0,z >0} (6.62)

Greenova funkcia pre polpriestor bola zlozena z dvoch ,nabojov®, jedneho v y a druheho v 3/

ked ju teraz chceme vynulovat aj na priamke x; = 0, potrebujeme ku kazdemu z nich pridat
nulujuci naboj, tj. jeden zaporny do (yi1,y2) a jeden kladny do (—yi,—y2), ak tieto miesta

oznacime postupne y”,y"”, dostaneme Greenovu funkciu
Gz, y) =Kz —y) - K@ —y) — K(a=") + K(z — y") (6.63)

nie je problem overit, ze dvojica pridanych nabojov dava nulovy prispevok na priamke z; =0 a

teda nekazi povodnu okrajovu podmienku

e ostava si vyjasnit, ako vyzera derivovanie v smere normaly na hraniciach oblasti, co tiez nie je

tazke
0 0
_ - .64
y1=0 = an, o (6.64)
0 0
Y =0 = 78713, = _783/2 (6.65)

Priklad 52. V dvoch rozmeroch najdite potencial v priestore medzi dvomi kolmymi priamkami, ked

jedna je uzemnend a na druhej drzime potencidl ¢(y;). Pre aky tvar funkcie ¢ ma tloha riesenie. [

e idea metédy imaginarnych nabojov je teda zrejma - kazda rovina vyrobi zrkadlovy obraz naboja

a zmeni jeho znamienko

pritom treba vyrabat zrkadlove obrazy aj novych obrazov, pokial su v oblasti, ktora je pre danu

rovinu skutona (aj ked pre ine nie je)

e ine dvojrozmerne oblasti - priestor medzi dvomi priamkami 0 < x; < 1, priestor medzi dvomi

priamkami zvierajucimi uhol 7/4, pripadne vseobecny uhol, stvorec

e Greenova funkcia polriestoru v n rozmeroch by uz nemusela byt ziadny problem. ak je
polpriestor definovany podmienkou x; > 0, potom zadefinujeme vy = (y1,...,—y;, . ..) a Greenova
funkcia bude

G(z,y) = K(z —y) — K(z — ) (6.66)
ak y patri na hranicu, potom y =y’ a |z —y| = |z — ¢/| a teda G(z,y)yes =0
rovnako ak x patri na hranicu |z —y| = |z — /| a G(z,y)yes =0

o Poissonovo jadro vidime ze vo vztahu pre riesenie Dirichletovej ulohy (6.42) v druhom clene

vystupuje derivacia Greenovej funkcie, ktoru mozme vypocitat pre danu oblat raz a navzdy.

tomuto vysledku sa hovori Poissonovo jadro, oznacuje sa H(x,y) a cast riesenia za okrajovu

podmienku ma potom tvar

#.45, 6(0)H(z.y) (6.67)
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vypocitajme teraz toto jadro pre polriestor z; > 0. postupne pocitame

1-n/2
OK(x—y) 0 1 B 1 n 2(x; —yi)(—1)
0y, Oz wn(2 —n) (Z(xj a yj)2>  wp(2—n) (1 B 2> o B

J

wn |z —y["
poznamenajme ze tento vztah plati aj v pripade n = 2. podobny vypocet da
OK(x —v 1 z ;
boy) i (6.:69)
y; wn |z =Y/
kdeze na hranici |z — y| = |z — /|, dostavame
0G(z,y 2x;
H(z,y) = 8(n )| = — |x_z o (6.70)
Y yes n Y
ak teda hladame harmonicku funkciu v zadanu na hranici polpriestoru, riesenim je
2 .
v(z) = &L J1 o(y) (6.71)

Wn Jy;=0 |z —y[®

ODBOCKA - n-rozmerny dipol a H ako potencial dipoloveho rozdelenia, potencial dvojvrstvy -
DOPLNIT

Greenova funkcia pre dvojrozmernu gulu - pozrime sa teraz na oblast

Q cR? = {|z| < R} (6.72)
ak pre x € Q) zadefinujeme
RZ
Yy = —uy 6.73
P (079)
tj. obraz bodu x pri kruznicovej inverzii, z kosinusovej vety lahko overime, ze pre bod & € S
plati
. R
17—yl = m!w—y! (6.74)

toto by sme dostali aj zdefinicie gule ako mnoziny bodov, ktore maju konstantny sucin vzdiale-

nosti od zadanych dvoch bodov (v nasom pripade su tieto dva body y, y*)

zoberme teraz (sme v dvoch rozmeroch)

otay) =~k (Yo =) = rog [ -y (6.75)
kedze pre & € S plati (6.74), dostavame

(2, Y)|pes = — K@ — Y)les (6.76)
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Obr. 27: Greenova funkcia v gulovej oblasti.

kedze y* ¢ ), takato v je harmonicka v  a Greenova funkcia bude mat tvar

Gla.y) = Ko —9) ~ K (o~ ")) (677)

pripadne by sme rovnaky vysledok pre v dostali z explicitneho tvaru rovnice Av = 0 s okrajovou

podmienkou (6.75) separaciou premennych

vsimnite si, ze neide o imaginarny naboj opacneho znamienka v mieste y*, je k nemu este

dorobeny dalsi prispevok

situacia v n rozmeroch bude trochu ina (ale nie velmi)

pred tym ale vypocitajme Poissonovo jadro pre kruhovu oblast. plati
oG oG 0G Y1 Y2
—VG-n—(,)-(,) 6.78
Ony Oy Oy2 lyl” 1yl 07

urobime explicitny vypocet, avsak pre % a kedze G je symetricke, na konci vypoctu budeme

moct vymenit x a y (toto este premysliet a mozno doplnit aj explicitny vypocet)

pocitame
oG lxl—yl 1 xl—yf
9G _ 1 L mi-y 6.79
Ory 2wz —vy|?> 27|z —y*|? (6:792)
0G _Llza—gp 1 m—yp (6.79b)
Oxe 27|z —yl2 27|z — y*|? )
1 -y -z (z—y")
VG - =— — 6.79
" =2 e —yPlal ~ e =y Pla] (0799
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mame

@—y)a=fof - Tyea (6.50)
|yl
co da
o [W—y x—(mP—RQy-x)l]—
on, ~ 2rlale — o WY ) TRETP
1 s lalyf?
_ _ 81
Ialalle — P (’”““' 7 (681)

ak teraz vymenime x a y, zoberieme |y| = R a upravime dostaneme vyraz pre Poissonovo jadro

pre kruhovu oblast

1 R?— |z|?
H = 6.82
R (6:2)
a pre harmonicku funkciu v kruhu zadanu na jeho obvode dostaneme Poissonovu formulu
R? — p* %7 ¢(¥)
,0) = / 6.83
ul(p,9) 2r  Jo R2 + p? —2Rpcos(f — ) (6.83)

specialne ak ¢ = const, potom vieme ze v je rovne tejto konstante aj vsade v kruhu a dostavame

zaujimavu identitu pre integral na pravej strane

7w ! - (6.84)
0 R2 + p2 —2Rpcos(f —v9) RZ— p? )

Priklad 53. Najdite Greenovu funkciu pre polkruhovi oblast
QCR?={|z| < R,z3 >0} (6.85)
O

o Greenova funkcia pre gulu v n rozmeroch - vztah (6.74) pre z* (6.73) bude platit v

lubovolne vela rozmeroch, takze ked v n rozmeroch vzmeme

o) =~ (S -5) == () Hte -0 (6.56)

dostaneme opat

71(3'3 y)|m€S = - Kn@ - y)’zGS (6~87>
a teda R
G(a,y) = Knla —y) - (M) Ko — o) (6.88)

vsimnite si, ze v pripade n > 2 uz ma prispevok od v interpetaciu imaginarneho naboja s

preskalovanou velkostou

podobny vypocet ako v dvojrozmernom pripade da

oG 1 R?—|af?

— 6.89
ony  wpR | —y|" (6-89)
a dostaneme Poissonovu formulu v n rozmeroch
R? — |z|? 7{ P(y)
v(r) = — ¢ dS, 6.90
( ) wnR g ) |$ _ y|n ( )
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6.4 Riesenie Neumannovej okrajovej tlohy

e uz sme videli Zze dve rieSenia Neumanovej tlohy

Au=f,zeQCR" (6.91a)
ou
i — 91
s P (6.91b)

sa mozu lisit najviac o konsStantu

ukéaze sa ale, ze tloha nemusi nutne mat rieSenie

6.4.1 Nutna podmienka pre existenciu riesenia

o pouzijeme (6.40) pre pripad w; = 1 a we = w riesenie ulohy (6.91), dostaneme
fdslb :/ v f (6.92)
S Q

uloha (6.91) ma teda riesenie iba pre take funkcie f,, ktore splnaju tuto podmienku, specialne

pre homogennu rovnicu
7{ dSv =0 (6.93)
S
e tato podmienka ma osvetlujucu fyzikalnu interpretaciu ak si spomenieme na Poissonovu rovnicu

ako na rovnicu pre ustalene prudenie tepla

funkica f hovori o tom, ake zdroje tepla sa nachadzaju v objeme €2, funkcia ) hovori o tom, ako

teplo do objemu cez jeho hranicu prudi

podmienka (6.92) potom hovori jednoducho to, ze v ustalenom pripade teplo, ktore vyprodukuju
zdroje v objeme musi vytiect cez jeho povrchu von. ak podmienka nie je splnena, stalene prudenie

tepla v takej situacii neexistuje

6.4.2 Greenova funkcia pre Neumanovu tlohu a jej rieSenie

« mnasa strategia na riesenie neumannovej ulohy bude podobna ako pre dirichletovu ulohu, v Gre-

enovom vzorci (6.40) pouzijeme w; = G a wy = u riesenie (6.91)
G budeme volit tak, aby vypadol prvy clen a zostal iba clen, ktory obsahuje d,u na hranici
objemu €2

e tu ale narazame na problem, uloha

oG
AG(z,y) =0(x —vy) , n s =0 (6.94)

nema riesenie, nakolko nesplna podmienku (6.91), musime teda vymysliet nieco ine

pomoze nam, ze uloha neurcuje konstantu v rieseni
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e Greenovu funkciu budeme hladat ako riesenie jemne modifikovanej ulohy

1 OGN
vol Q' On

AGN(z,y) =6(x —y) — =0 (6.95)

S

lahko overime, ze takato uloha uz splna nutnu podmienku pre riesitelnost a ked jej riesenie

dosadime do Greenovho vzorca spolu s u, dostaneme

U
u(w) = [ d, @GN 0) ~ § dSew)ntey) + [ av, ) (6.90)
Q Q vol )
kedze riesenie je urcene jednoznacne az na konstantu, posledny clen je konstanta a mozme pisat
u(e) = [ 4V, 1)Cnla.y) — § dS,0@Exe.y) +C (6.97)
e Greenova funkcia sa da hladat aj ako riesenie ulohy
OGN 1
A - §(x — = .

kde vol S je n — 1 rozmerny objem hranice S. presvedcte sa, ze to vedie na rovnaky vysledok u

o Greenovu funckiu Gy hladame opat ako K(z — y) + v(z,y) a dostaneme podmienku

| _ ok 1
onlg onlg volS

(6.99)

6.4.3 Konstrukcia Greenovej funkcie metédou imaginarnych nabojov

e metodu budeme prezentovat este menej uplne ako v pripade dirichletovej ulohy ukazkov na

jednom dvojrozmernom priklade
e poznamka o nekonecnosti tejto oblasti

Priklad 54. Nijdite Greenovu funkciu Neumanovej okrajovej ulohy pre polrovinu z; > 0. ]

Riesenie. Potrebujeme teda najst taku funkciu harmonicku v nasej oblasti, aby platilo

ov(z,y) __ OK(z—y) __ 1 Yl (6.100)
O0x1  lg=0 01 lzy=o 21y} + (z2 — y2)?
Po skusenostiach z Dirichletovej ulohy nas neprekvapi, ze takouto funkciou je
1 ov(z,y) 1 1+ Y1
v(z,y) = —loglz — |, —— = — ) 6.101
(.y) = g logle =yl —5 ST PR pra——" (6.101)
Pre Greenovu funkciu teda dostavame
_ 1 2 2 2 2
Gn(z,y) = log [((@’1 — )"+ (32 — y2) ) : ((901 +y1)” + (22 — 12) )} (6.102)
co si pyta porovnanie s Greenovou funkciou pre rovnaku Dirichletovu ulohu (6.55).
1 (1 —91)* + (22 — y)°
Gy(z,y) = —1o 6.103
(@) - (@1 4+ 91)? + (22 — y2)? ( )
|
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6.5 Doplnujice casti

Zovseobecneny Laplaceov operator

o prakticky vsetko z toho, co sme doteraz dostali pre laplaceov operator A prejde takmer bez

zmeny pre vsobecnejsi operatorv v tvare

Lu =V (kVu) —qu (6.104)
kde k € C1(Q),q € C(2) su funkcie v oblasti Q
v casti 3.2 sme videli ze k(x) ma potom interpretaciu meniaceho sa koeficientu vedenia tepla

o pre funcie wy, wy ktore maju vsetky prve derivacie a ktorych prve aj druhe derivacie su integro-

vatelne na ) potom plati

0
—/ dV wy Lw, = / AV kVw, - ng—i—/ quiws — f dS kwy =2 (6.105)
Q Q Q s on
z coho dostaneme
/de (wleQ — wleQ) = ﬁds (wla(;f — w2881;;1) (6.106)
ak teda teraz riesime ulohu
Lu=f (6.107a)
0
aqu + ag—u =g, a2 +ai# 0¥z € o0 (6.107b)
on S
zadefinujeme
LG(z,y) =d(z —y) (6.108a)
0G . . .
a1G + e 0 pripadne modifikacia pre NU (6.108b)
nis
v (6.106) pouzijeme v = G a u riesenie (6.107a) dostaneme
9G(z,y) du(y)
= [ dV, G dSyk —— -G 6.109
u(e) = [ 4V, F)Ga.y) + § dS,kw) <u<y> o~ Gl (6.109)
a teda pre rozne okrajove ulohy da podobne vztahy ako predtym
oG
Dirichlet u(z) = / aV,, f(y)G(z, y) + f a8, k(y)o(y) 2C &) (6.110a)
Q s ony
Newnan u(z) = [ dV, f()G(a.y) — § dS,k@)0()Gla,y) +C (6.110b)
Robin u(z) = / dV,, f(y)G(z,y) — f a5, k() LY Gz, ) (6.110¢)
Q s aa(y)
Priklad 55. Rozmyslite si, ako je to teraz s jednoznac¢nostou riesenia kazdej z tloh. O
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V8eobecna dvojrozmerné oblast

e v pripade dvoch rozmerov existuje fascinujtce spojenie s teériou funkcie komplexnej premenne;j.

tu spomenme len jednu

e ak v dvoch rozmeroch zavedieme komplexnu premennu z = xy + ixe, greenovu funkciu pre

jednotkovu kruznicu (?7?) mozme zapisat ako

(6.111)

(overit ako priklad)

« ale kazda dostatocne slusna oblast Q C R? sa da zobrazit na jednotkovu kruznicu konformnou
transformaciou. takato transformacia je v dvoch rozmeroch kompatibilna s operatorom A a ak

toto zobrazenie pozname
fiflz)»w, zeQQCcC—-weB(0,1)CC (6.112)

potom Greenova funkcia pre oblast 2 ma tvar

1-— f(za:)f(zy)
f(zx) - f(Zy)

1
G(z,y) = —5—log

A1
o (6.113)

Vonkajsia iloha
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o, a

Obr. 28: Okrajove podmienky(7.2) pre obdlznik.

7 Fourierova metdda riesenia PDE

e v tejto casti sa pozrieme na inu metodu riesenia okrajovych uloh, ktora vo svojom jadre pouziva

zovseobecnenia tvrdeni linearnej algebry do nekonecnorozmernych vektorovych priestorov
na zaciatok si ju ale ilustrujeme na niekolkych jednoduchych ulohach a ukazeme jej prakticke

vyuzitie pre riesenie okrajovych uloh

e zacnime Dirichletovou ulohou pre Laplaceovu rovnicu v oblzniku, tj.
Au=0, Q={0<2z; <a,0<x9 <b} (7.1)
pricom okrajova podmienka vyzera nasledovne

u(0,x2) = ¢1 , u(a, z2) = ¢2 (7.2a)
w(@1,0) = 3, u(z1,b) = ds (7.2b)

ide o velmi jednoduchu ulohu v jednoduchej oblasti, mame teda pocit ze by jej riesenie nemalo

predstavovat problem

napriek tomu ked zacneme hladat Greenovu funkciu metodou imaginarnych nabojov, narazame

na problem

dvojica protilahlych hran vyvori k danemu naboju v mieste y nekonecne vela imaginarnych

nabojov, ku ktorym budeme mat dalsiu nekonecnu sadu imaginarnych nabojov od kolmej dvojice

pre riesenie okrajovej ulohy budeme musiet taketo nekonecne superpozicie derivovat a uloha sa

stane velmi rychlo velmi tazko sledovatelna
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 skusime sa teda v takomto pripade vzdat (aspon na cas) metody Greenovej funcie, ktora bola
uzitocna v inych pripadoch a na formalnejsie uvahy, a skusime najst iny recept na hladanie

riesenia

7.1 Fourierova metdéda v dvoch rozmeroch
7.1.1 Separicia premennych pre Laplaceovu rovnicu v obdiZniku

¢ budeme riesit jednoduchsiu ulohu pre pripad

P1=¢2=¢3=0, pa=0#0 (7.3)
nakolko kedze ide o linearny problem, riesenie vseobecnej ulohy (7.1) mozme zlozit zo styroch
takychto legovych kociek

idea teraz bude najst riesenie v separovanom tvare
u(x) = X(x1)Y (22) (7.4)

kedze vieme, ze riesenie je jednoznacne po pripadnom uspechu mozme vyhlasit vitazstvo a ne-
trapit sa vcelku specialnou volbou tvaru riesenia (pripadne sa mozme zamysliet nad tym, preco

tento specialny tvar fungoval a kedy bude fungovat vseobecne, a to aj spravime)
dosadime a upravime (ciarka znaci derivaciu podla premennej danej funkcie)

X// Y//
—+ —=—=0 7.5
~ 1t v (7.5)

tuto podmienku mozme splnit iba ak X”/X = —\Y”/Y = A, kde )\ je nejaka konstanta,

nazvisiaca na xp 2. to preto, lebo rovnica fi(z) = f2(y) Vz,y ine riesenie nemoze mat

tieto rovnice riesime postupne

e pre pripad A = 0 dostavame dve linearne funkcie, ktore ale nie su kompatibilne s okrajovymi

podmienkami (daju identicku nulu)
— pre klade A > 07 dostavame najskor
X" = “AX (7.6)

ma vseobecne riesenie

X(x1) = Asin VAz1 + Bcos V Az (7.7)

teraz na rad pridu okrajove podmienky, ktore hovoria, ze X(0) = X (a) = 0. prva z nich da

B =0, druha hovori ze

k2 2
AsinﬁazO#ﬁa:ﬂ'k:)\:a—g,keN (7.8)
po uvazeni okrajovych podmienok sme ako prijatelne riesenia rovnice (7.6) teda dostali
k
Xk (z1) = sin < 71:1) (7.9)

144



— co s A < 0, rovnica
X"=-\X (7.10)

ma v tom pripade vseobecne riesenie
X(x1) = Asinh vV —Az1 + Bcosh vV —Az; (7.11)
v ktorej daju okrajove podmienky nutne A = B =0

e rovnica pre Y ma v takom pripade riesenie

k k
Y (z2) = Cj sinh < 7;:62> + Dy, cosh ( 7;362) (7.12)

opat pridu na rad okrajove podmienky, ktore daju Dy = 0. takze homogennu cast okrajovych

podmienok splna lubovolna funkcia v tvare

ug(z) = sinh (kﬂl?) sin (ka) (7.13)

a a

kedze ide o linearnu rovnicu, mozme si dovolit robit kombinacie takychto funkcii, ale nic viac,

riesenie nehomogennej casti bude mat teda tvar
= Z C’kuk(:v) (7'14)
tak aby platilo u(x1,b) = ¢(x1). tu vyuzijeme ortogonalost funkcii tvaru (7.10)
2 a
f/ dxy sin <k:7r:v1> sin <l7ml> = 0k (7.15)
a Jo a a
pomocou ktorej mozeme z ¢ vyprojektovat cast, ktora urcuje koeficient CY,
l kb a k l
/ dziu(zy,b) sin ( mcl) :ZCk sinh <W> / dz sin ( mgl) sin ( mjl) =
a 0 a a
kb lmh
—ch sinh ( ) gdkl = ECZ sinh (W> =
2 a
l
_/ dx1¢4 xl)sm( le) (7.16)
l
C, :7”!)/ dx1 ¢y x1)81n< le) (7.17)

a sinh a

« nasli sme teda riesenie ulohy, ostava uz len dopocitat integraly vo vyjadreni Cj,

co sa presne stalo? podarilo sa nam identifikovat riesenia uj v separovanom tvare, ktore splnali
homogennu cast okrajovych podmienok. tieto riesenia boli velmi specialne. z nich sme potom

vytvorili linearnu kombinaciu, ktora splnala nehomogennu okrajovu podmienku

Priklad 56. Najdite koeficienty C; v (7.17) pre a = b =1 a ¢4(x1) = x(1 — x). Ako vyzera rieSenie

rovnice? OJ
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Priklad 57. Néjdite vyjadrenie pre zvysné tri casti okrajovej tlohy (7.1) a potom néjdite jej vSeobecne

riesenie. O

Priklad 58. Nijdite riesenie tlohy

u(0,22) =0, u(a,z2) =0 (7.18a)
—Ug, (1,0) = ¢Y(x1) , u(x1,b) =0 (7.18Db)
a tlohy
Ugy (0,22) =0, u(a,z2) =0 (7.19a)
—Ugy (71,0) = P(21) , u(z1,b) = P(x1) (7.19b)
O

e separacia premmennych bola ucinna z dvojice dovodov

v prvom rade operator A sa da rozdelit na dve casti

A =0,y + Oy, (7.20)

a v druhom rade hranie oblasti €2 boli definovane ciarami, na ktorych je jedna zo suradnic

konstantna
e metoda teda bude fungovat uplne rovnako pre ine ,kockate“ oblasti v kartezkych sradniciach

o v sferickych suradniciach ma A podobny tvar
1
A=A+ 5Ag (7.21)

kde A, obsahuje iba derivacie podla 0, a Agq obsahuje iba derivacie podla uhlovych premennych.
takze to nie je tak ze sa A rozpada na nezavisle casti, ale minimalne pre homogennu ulohu Au = 0

v gulatych oblastiach (gule, medzigulia, radialne vyseky) budeme moct metodu pouzit

7.1.2 Separacia premennych pre Laplaceovu rovnicu v kruhu

e tento problem sme uz vyriesili metodou Greenovej funkcie. avsak bude poucne pozriet sa nan aj
separaciou premmennych, nakolko takto budeme vediet riesit ulohy vo vseobecnejsich oblastiach,

kde uz bude problem najst Greenovu funkciu

o takze riesime rovnicu Au = 0 v oblasti Q = {|z| < p} C R? s okrajovou podmienkou

u(®, )] g1 = u(p. 6) = B(0) (7.22)

kde sme zaviedli polarne suradnice. v nich mame pre Laplacian
10 (8 1 92
A= — — 2
ror <T0r> + r2 062 (7.23)
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co znamena, ze by malo viest ku zdarnemu konci hladanie riesenia v tvare

u(r,0) = R(r)©(0) (7.24)

co vedie na rovnice
R’ +rR — AR =0 (7.25a)
0" + 20 =0 (7.25b)

rovnica pre © ma vseobecne riesenie v tvare suctu sinusov a kosinusov. z podmienky ©(0+27) =
O(0) dostaneme
sin(27V A + VA0) = sin(v/\0) (7.26)

kedze toto ma platit pre lubovolny uhol 6 pri tom istom A, dostaneme
oV =21k = M\, =k (7.27)
dostavame teda pre funkcie ©
O = {1,sin(k0),cos(kb)} , k=1,2,... (7.28)
rovnica pre R ma potom riesenie v tvare r** pre nenulovu vlastnu hodnotu a riesenie v tvare
1
Ry = Ay + Dglog — (729)
r
vseobecne riesenie rovnice Au = 0 ma teda tvar superpozicie rieseni
1 .. & 1 . 1
u(r,0) = < 1,1og —, " sin(k6), r” cos(kb), — sin(k6), — cos(k0) (7.30)
r T T

tuto kombinaciu teraz potrebujeme zvolit tak, aby sme splnili okrajovu podmienku. kedze riesenie

je v pociatku ohranicene, dostavame

u(r,0) = i % (Ag cos(k6) + By sin(k6)) (7.31)
k=0

kde sme nulovu vlastnu hodnotu zahrnuli do casti Ag. z ortogonality sinusov a kosinusov dosta-

neme
1 21
Ag=— [ dog(0) (7.32a)
21 Jo
1 27
A =— df kO) p(0 7.32b
p = [ b cos(k) o(6) (7.320)
1 2w
By, =— df sin(k0) ¢(0 7.32
p= || a0 sin(k6) 600 (7.32)

e treba poznamenat ze nulovost konstant Dy, C} bola specialna pre nasu oblast a pre ine oblasti,

napriklad rozne medzikruzia a ich vyseky, to tak byt nemusi
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o, u(0 )+ A

pu,(0.1)=0.(t)

‘\agu(L t)+

0

U(x.0)=4(x)
U(x.0)=u(x)

Obr. 29: "Hranata” oblast v priestore (¢, z)

e premyslite si, Ze ¢ = const sa u = const

Priklad 59. Vyrieste rovnicu pre okrajovu podmienku

(b(e) = - K(CE - y)|z:pei9 (733)
a teda najdite harmonicku cast Greenovej funkcie explicitnym vypoctom. Moze sa zist identita
ook
x" cos kO 1
Z— = ——log (1+z2—2wc080) x| < 1. (7.34)
k 2
k=1
O
Priklad 60. Ako by vyzeral tvar rieSenia (7.31) pre pripad vonkajsku kruhu a medzikruzia? O
7.1.3 Separacia premennych pre vlnovia rovnicu v jednom rozmere
e vlnovy operator v jednom rozmere ma tiez separovany tvar

0? — 92 (7.35)
a teda ocakavame, ze pre rozumne hranatu oblast bude separacia premennych tiez fungovat
riesime problem na usecke x € (0, L)

hranata oblast = cauchyho uloha s okrajovou podmienkou

0 0
a1+ 513_2 =olt), asut ﬁ28—z L =a (7.36)
a pociatocnou podmienkou
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 TOVIICU Uy —Ugy = 0 opat riesime separaciou premennych u(x,t) = X (x)7T'(t), ktore daju rovnice
X"+ AX=0,T"+XT=0 (7.38)
metoda je pouzitelna, ak hranatost oblasti zaruci, ze sa okrajove podmienky (7.36) rozdelia na

dve nezavisle podmienky pre X (0), X (L) v ktorych nebude vystupovat T', uvidime ze to nebude

musiet vzdy byt tak pre nehomogenne podmienky ale uvidime, ze sa s tym da poradit
vsimnite si opacne znamienko v rovnici pre T oproti Laplacevej rovnici

podme sa na situaciu pozriet od jedoduchsich pripadov
e« homogenne dirichletove okrajove podmienky a teda
u(0,t) =u(L,t) =0 = X(0)=X(L)=0 (7.39)
hladame netrivialne riesenia, postupne

— A =0 da riesenie X = c1x + co, v ktorom okrajove podmienky vedu nutne na ¢; = cy =0

— X < 0 da riesenie X = ¢ sinh v—=\z + ¢ cosh \/—7)\33, v ktorom okrajove podmienky vedu
nutne opat na c¢; =cg =0

— A > 0 da riesenie X = ¢; sin v/ Az + ¢ cos v/ Az, v ktorom okrajove podienky okrem trivial-
neho riesenia daju aj netrivialne vdaka periodickosti sinusu

=0, VAL=kn keN (7.40)

a teda dostavame sadu funkcii X, ktore splnaju rovnicu aj okrajovu podmienku

k k‘2 2
Xi(z) = sin (T) A= TZ keN (7.41)
z druhej rovnice potom dostaneme
k22 . kmt kmt
T// - L2 T = Tk(t) = Ak Sin (L) =+ Bk COS (L) (742)

lubovolna funkcia v tvare

u(z,t) = i [Ak sin <l<:;rt> sin (T) + By, cos (k:;rt) sin (lmLx)] (7.43)

k=1
teda splna okrajovu podmienku (7.39). pociatocu podmienku bude ale splnat iba jedno riesenie,

konkretne v case t = 0
u(z,0) = i B (IW) uy(,0) = i A (’”) sin (lm) (7.44)
) — k i3 ) t ) ~= k L L .

vyuzijeme kolmost sinusov

2 (L k k
Z/o dx sin <Zx> sin (?) = Ol (7.45)
kazdu z rovnic vynasobime sin (%”), preintegrujeme a dostaneme
2 (L 2 (L
A = E/o dz 1 (x) sin (T) , By = Z/o dx ¢(z) sin <k7£x) (7.46)
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Priklad 61 (Homogenna Neumanova podmienka). Najdite vseobecne riesenie pociatocnej ulohy s

homogennou okrajovou podmienkou v tvare

uz(0,t) = ugy(L,t) = 0. (7.47)

Navod. Pre X dostaneme X} = cos(kmz/L), tentoraz aj pre k = 0 (preco)?

o rieseniam uy v (7.43) sa hovori stojate viny alebo mody

e« nehomogenna dirichletova uloha budeme riesit uplne vseobecnu dirichletovu ulohu

Ut — Ugy =f(z,t) , x € (0,L),t >0 (7.48a)
u(z,0) = ¢(z) , w(z,0) =P(z) (7.48b)
u(0,t) = go(t) , u(L,t) = g1(t) (7.48¢)

hovorime teda o nehomogennej rovnici s nehomogennymi pociatocnymi podmienkami a neho-

mogennymi okrajovymi podmienkami

o strategia pre riesenie bude nasledovna : nehomogenity rozdelime na tri casti a vdaka linearnosti

ich budeme moct vyriesit osobitne

riesime teda tri ulohy pre funkcie u(1:2:3) (z,t), pricom u = u + u@ + yBktore splnaju rovnice

uy) —ull) =0, 2 €(0,L),t>0 (7.49a)
uW(z,0) = o(x) , u’(z,0) = ¥(z) (7.49b)

uM(0,8) =0, u! >(L =0 (7.49¢)

up) —ul) = f(z,t) , 2 € (0,L),t>0 (7.50a)
u®(2,0) =0, uf?(2,0) =0 (7.50D)

u?(0,t) =0, u@(L,t) =0 (7.50¢)

u®(2,0) =0, uf(2,0)=0 (7.51b)

u®(0,8) = go(t) , u®(L,t) = gi(t) (7.51c)

e rovnicu (7.49) sme uz vyriesili
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e rovnicu (7.51) vyriesime trikom : zavedieme funkciu
Uz, t) = Lu® (z,t) — [(L — 2)go(t) + 291 (t)] = Lu® (2, 1) — s(x,t) (7.52)
ktora splna rovnicu
Utt = Uz = — [(L - x)gé)/(t) + .’L'gi’(t)] » T € <07 L)7t >0 ( )
U(z,0) = = [(L — 2)g0(0) + 241 (0)] (7.53b)
Us(z,0) = = [(L — 2)go(0) + 241 (0)] (7.53¢)
U,t)=0, U(L,t) =0 ( )
ktoru vyriesime rozdelenim U = UM + U®) na dve casti ktore riesia ulohu typu (7.49) a (7.50)

funkcia s(z,t) v (7.52) samozrejme nevznikla nahodou, ide o riesenie ulohy s, (z,t) = 0 s pat-
ricnou okrajovou podmienkou. funckia U teda hovori, co sa v u(3) deje nad ramec stacionarneho

riesenia

 ostava nam teda vyriesit ulohu (7.50). z riesenia homogennej ulohy vieme, ze lubovolna funkcia

ktora splna okrajove podmienky (7.50c) ma tvar

Z A (t) sin (kzx) (7.54)

podobne ako pri odvodzovani (7.46) vyuzijeme ortogonalitu sinusov a dostaneme rovnicu

2
> [A” #(5) meos sz =0 (7.59

kde
i / dx f(z,t)sin (kzx) (7.56)

rozmyslite si, ze podobny vyraz s kosinusom nebude mat na riesenie ziadny efekt a rozmyslite

si, co to fyzikalne znamena'4

rovnica (7.55) ma platit pre lubovolne x a hranata zatvorka musi byt nulova pre kazde k,
podobne z okrajovej podmienky dostaneme A (t) = A} (t) = 0 pre vsetky k, co dava riesenie v

tvare (variacia konstant)
L t . (kn(t—T)

Priklad 62 (Nehomogenna Neumanova uloha). Najdite vseobecne riesenie (naj)nehomogennej(sej)

Neumanovej ulohy

Ut — Ugy = f(x,t), 2€(0,L),t>0 (7.58a)
u(z,0) = ¢(x) , w(z,0) =(x) (7.58Db)
uz(0,t) = ho(t) , ugp(L,t) = hi(t) (7.58c¢)

O

14T ubovolnu kosinusovu komponentu sily f vyrusi sila ktora drzi konce na mieste.
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Priklad 63 (Nehomogenna zmiesana uloha). Najdite vseobecne riesenie nehomogennej zmiesanej
ulohy, kde je vo vztahu (7.58¢) na jednom konci zadana hodnota a na druhom konci derivacia funckie
u(x,t). O

V dvoch ulohach si ukazeme riesenie pripadov komplikovanejsich okrajovych podmienok.

Priklad 64. Vypocitajte pohyb struny, ktorej jeden koniec je ukotveny, jeden koniec je volny a struna

zacina svoj pohyb so zadanou vychylkou a nulovou rychlostou. O

RieSenie. Ide teda o homogenne okrajove podmienky. Derivacia u,(x, t) udava silu, ktorou je v mieste

x tahany element struny v priecnom smere, riesime teda rovnicu

Ut — Ugy =0 , T € (O,L),t >0 (759&)
u(x,0) = ¢(x) , u(xz,0)=0 (7.59D)
ugy(0,8) =0, u(L,t) =0 (7.59¢)

kde sme zvolili ukotveny koniec x = L a volny koniec x = 0. Po separacii premennych a okrajovych

podmienkach
1\ mx
Xk(x):cos[(k—i—) } , k=0,1,2,... (7.60)
2) L
Pociatocna podmienka da 77(0) = 0 a teda
1\ =t
Ty(t) = k+—-)— 7.61
u(t) = cos | (k4 5) 7| (7.61)

A teda vseobecne riesenie v tvare (konstanty B urcime z pociatocnej podmienky DOPLNIT)

u(z,t) = gBk Cos Kkz + ;) 725] cos Kk + ;) ﬂ-[ﬂ (7.62)
|

Priklad 65. Vypocitajte pohyb struny, ktorej jeden koniec je ukotveny a na druhom je zavazie s hmot-
nostou myg. Struna sa spolu so zavazim pohybuje podla druheho newtonovho zakona bez posobenia

inych sily. Struna opat zacina s danou vychylkou a nulovou rychlostou. O

Riesenie. Zavazie sa pohybuje spolu so strunou, takze musi mat rovnake zrychlenie ako krajny bod
a potom F' = ma da okrajovu podmienku (pre jednoduchost sme vymenili okraje a ukotveny bod je

vz =0)

Ut — Ugy =0 , T € (O,L),t >0 (763&)

u(x,0) = ¢(x) , u(x,0)=0 (7.63D)

w(0,t) =0, uz(L,t) = mouy(L,t) (7.63¢)

Riesime separaciou premennych, kde v okrajovej podmienke pre X pouzijeme T = —\T a dostaneme
X"+AX =0, X(0)=0, X'(L)+moAX(L)=0 (7.64)
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pociatocna podmienka zavisi od A, kvoli comu nebudu vlastne funkcie Xj na seba kolme! uvidime co
to bude znamenat a ako sa to bude dat opravit.

Nie je tazke vyriesit

X (k) = sin (m)x , tan (\/)TkL) = _

1
_ 7.65
moLm ( )

ked si nakreslime grafy funkcii presvedcime sa, ze rovnica ktora urcuje A ma nekonecne vela rieseni,
ktore su vsak transcendentne cisla. Problem je, ze taketo funkcie na seba nie su kolme!
L 1 |si e — V)L i A AL
[ ar Xy =1 | WAL VAL
0 2] Va—vA VA + VA
L sin(ZNL) L 1fsin2(mL) k=1
D e o Vi -

2L (7.66)
—moLsin (v A,L) sin (VL) k #1

Znamena to, ze funkcie X su na seba kolme ak zavedieme skalarny sucin v tvare

/OL dz (1 4+moLd(z — L)) Xy (2) X () (7.67)

k tomuto sa este vratime. Zatial len piseme ze vseobecne riesenie ma tvar

u(z,t) = i Ay, cos (\/Et) sin (\/)Tka:) (7.68)
k=1

kde
1 L 2 L 2 2
Ap, = X /O dx ¢(z) Xy, (z) + moLo(L) Xk (L) |, | Xk]* = /0 dx Xj; (x) + moL X} (L) (7.69)
k
|
7.1.4 Separacia premennych pre rovnicu vedenia tepla v jednom rozmere
e operator v rovnici vedenia tepla v jednom rozmere ma tiez separovany tvar
oy — 02 (7.70)
a teda ocakavame, ze pre rozumne hranatu oblast bude separacia premennych tiez fungovat
riesime problem na usecke x € (0, L)
hranata oblast = cauchyho uloha s okrajovou podmienkou
ou ou
aru+ g » 90(t) , azu+ b2z . g1(t) (7.71)
a pociatocnou podmienkou
u(z,0) = ¢(x) (7.72)
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e TOVIICU Ut — Uz, = 0 opat riesime separaciou premennych u(z,t) = X (z)7'(t), ktore daju rovnice
X"+ AX=0,T +XT=0 (7.73)
metoda je pouzitelna, ak hranatost oblasti zaruci, ze sa okrajove podmienky (7.71) rozdelia na

dve nezavisle podmienky pre X (0), X (L) v ktorych nebude vystupovat T', uvidime ze to nebude

musiet vzdy byt tak pre nehomogenne podmienky ale uvidime, ze sa s tym da poradit
vsimnite si opacne znamienko v rovnici pre T oproti Laplacevej rovnici

podme sa na situaciu pozriet od jedoduchsich pripadov
¢« homogenne dirichletove okrajove podmienky a teda
u(0,t) =u(L,t) =0 = X(0)=X(L)=0 (7.74)
hladame netrivialne riesenia, postupne

— A =0 da riesenie X = c1x + co, v ktorom okrajove podmienky vedu nutne na ¢; = cg =0

— )\ < 0 da riesenie X = ¢; sinh v/—Az + ¢ cosh v/— Az, v ktorom okrajove podmienky vedu
nutne opat na ¢y =cg =0

— X > 0 da riesenie X = ¢; sin v Az + ¢ cos vV Az, v ktorom okrajove podienky okrem trivial-
neho riesenia daju aj netrivialne vdaka periodickosti sinusu

=0, VAL=kr keN (7.75)

a teda dostavame sadu funkcii X, ktore splnaju rovnicu aj okrajovu podmienku

k k2 2
Xp(z) = sin (Zx) A= TZ keN (7.76)
z druhej rovnice potom dostaneme
k2 2 _ K2x2
T =-S5 = Tt =e T (7.77)
lubovolna funkcia v tvare
e ,&t . krx
u(z,t) = Z Ape L7 "sin <) (7.78)
k=1 L

teda splna okrajovu podmienku (7.74). pociatocku podmienku bude ale splnat iba jedno riesenie,

konkretne v case t =0

u(z,0) = i Aj sin (IWTL:U) (7.79)

k=1
vyuzijeme kolmost sinusov

2 (L k l
E/o dx sin (?) sin (?) = 0w (7.80)

kazdu z rovnic vynasobime sin (”Tx), preintegrujeme a dostaneme

kmx

Ay = E/OL dz ¢(z) sin <L> (7.81)
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Priklad 66 (Homogenna Neumanova podmienka). Najdite vseobecne riesenie pociatocnej ulohy pre

rovnicu vedenia tepla s homogennou okrajovou podmienkou v tvare

g (0, 1) = ug(L,t) = 0. (7.82)

Riesenie. Rovnica pre funkciu X ma opat riesenie

Xk (x) = cos (T) , k=0,1,2,... (7.83)

Rovnica pre T' ma opat riesenie (7.77), co da dohromady

> _K2x? kmx
uw(z,t) =S Age” 27 'cos [ —— (7.84)
e e ()
s
2 L 2 (L k
Ay = E/o dr ¢(x) , Ax = Z/o dx ¢(x) cos (T) (7.85)

Vsimnite si, ze pre velke casi sa riesenie ustali na homogennom rozdeleni teploty tak, aby sa celkove
teplo zachovavalo. To preto, lebo tato okrajova podmienka zodpoveda izolovanym koncom, cez ktore

netecie teplo. |

Priklad 67. Explicitne dopocitajte riesenie predchadzajucej ulohy pre pripad

() = (1 _ ;) To+ IT (7.86)

a sledujte, ako sa teplota v case ustali. O

 nehomogenna rovnica s homogennou Dirichletovou podmienkou - riesenie rovnice u; —
Uugr = f(x,t) budeme hladat variaciou konstant
s _Kx? k
u(z,t) = 3 Ap(t)e”F ' sin (”) (7.87)
k=0 L

riesenie dosadime do rovnice, vyuzijeme ortogonalitu sinusov a za predpokladu ze rovnica ma

platit pre vsetky x dostaneme

2.2 L 2 2
AL(t) = o' tZ/O dx f(z,t)sin (kzx) — B 0 (7.88)

kosinusy v rozvoji f by boli nekompatibilne s okrajovou podmienkou, nakolko to, ze v krajnych
bodoch fixujeme (nulovu) teplotu urcuje, kolko tepla musi pretiect cez okraj. riesenie tejto rovnice
je
t k:27'r2
Ap(t) = Ap(0) + / dr fu(7)e T (7.89)
0

kde konstanta Ax(0) je dana rovnako ako pre homogennu rovnicu pociatocnou podmienkou
vztahom (7.81)
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e Uplne nehomogenny Dirichletov problem - riesime teda rovnicu

Ut — Ugy = f(z,t), z€(0,L),t>0 (7.90a)
u(z,0) = ¢(z) (7.90D)
uw(0,t) = go(t) , u(L,t) = g1(t) (7.90c)

riesenie budeme opat hladat tak, ze ho rozdelime na dve homogenne ulohy v = u(Y) + u(?) ktore

riesia
ul —ul) = f(a,t), z€(0,L),t>0 (7.91a)
u(z,0) = ¢(z) (7.91b)
u(0,0) =0, u(L,t) =0 (7.91c)
u£2) —u® =0, € (0,L),t>0 (7.92a)
u®(x,0) =0 (7.92Db)
u®(0,8) = go(t) , uP(L,t) = gi(t) (7.92¢)

e riesenie prvej ulohy sme uz nasli a druhu opat prevedieme na tento znamy pripad

« podobne ako predtym odcitame od funkcie u(? riesenie rovice s, = 0 s okrajovou podmienkou
(7.92c), a teda dostaneme

Ux,t) = Lu® (2, t) = [(L — 2)go(t) + 2g1(t)] (7.93)
ktora bude riesit ulohu
Up — Uy = — [(L — 2)g((t) + g1 (1)] , z € (0,L),t>0 (7.94a)
U(z,0) = = [(L — 2)g0(0) + 291 (0)] (7.94Db)
U,t)=0, U(L,t) =0 (7.94c¢)

co je opat uloha, ktoru vieme riesit

Priklad 68 (Nehomogenna Neumanova uloha). Najdite vseobecne riesenie (naj)nehomogennej(sej)

Neumanovej ulohy pre rovnicu vedenia tepla

Ut — Ugy = f(x,t) , 2 €(0,L),t>0 (7.95a)
u(z,0) = é(x) , u(z,0) =(x) (7.95Db)
uz(0,t) = ho(t) , ugp(L,t) = hi(t) (7.95¢)

O
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Priklad 69 (Vedenie tepla s fixovanou teplotou). Najdite resenie rovnice vedenia tepla v tyci, ktorej

konce maju fixovanu teplotu, a teda rieste problem

U — Uge =0, z € (0,L),t>0 (7.96a)
u(z,0) = ¢(x) (7.96b)

u(0,t) =Ty, u(L,t) =Ty (7.96¢)

O

Riesenie. Riesenie homogennej ulohy sme uz mali

o  k2x2 k 2 L k
uM (z,t) = kz::lAke " sin (Z:E) , A = z/o dx ¢(z) sin (Zx) (7.97)
Priamociaro piseme!®
U =Lu® — [(L — 2)Ty + 2T (7.99a)
U — Uz =0, U(x,0) = —(L — )Ty — 2T (7.99Db)
2,”2 k
Uz, t) = Z Bkef%t sin (T) (7.99c¢)
2 L . (knx 2L((—1)FTy — Tp)
By = Z/o dx [—(L — )Ty — «T1] sin ( T > = - (7.99d)
Cele riesenie je teda
x x s 2((-DFTy — Ty))\ _#222, . [knx
=(1+2 s : e 1
u(z,t) ( —i—L)To—i-L 1+;§<Ak+ = e L sm( 7 ) (7.100)

Po dostatocne dlhom case budu vsetky cleny exponencialne potlacene a zostane len riesenie s/L, co je
ako sme uz povedali riesenie stacionarnej ulohy s danymi okrajovymi podmienkami. Toto rozdelenie

na stacionarne riesenie a zvysok sa ukazuje byt velmi uzitocne. |

Priklad 70. Najdite teplotu tyce, ktorej jeden koniec je fixovany na teplotu Ty a druheho teplota sa

harmonicky menit s frekvenciou w. O

Priklad 71 (Vymena tepla na okraji). Majme tyc, ktorej jeden koniec je izolovany a druhy si vymiena

teplo s okolim o teplote Tj. ]
Riesenie. Teplo sa vymiena podla nasledujucich dvoch principov
e smer toku tepla je dany zapornym gradientom teploty

o velkost toku tepla je dana rozdelom teplot

Y5Kdesi vyuzijeme

b kmx L?
/0 dz z sin (T) = 127 [sin(km) — km cos(km)] . (7.98)
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Tieto dve podmienky daju okrajovu podmienku na okraji kde sa vymiena teplo
ug(L,t) = — [u(L,t) — Tp] (7.101)

Na druhom okraji mame Neumannovu okrajovu podmienku u, (0,t) = 0. Ked teraz skusime metodu
separacie premennych zistime, ze pre Ty # 0 sa okrajova podmienka nerozpadne na podmienky pre X

a T. Avsak pre pripad Ty = 0 dostaneme

X}, = cos (\/A»kac) , tan (\/EL) = \/1)\7]{ (7.102)

a uz obligatne
o0 L
u(x,t) = Z Ape Mt cos (\/)\kx> , A = / dx ¢(z) cos (\/Akx) (7.103)
k=1 0

Zo vztahu

/O Y X ()X () = Y008 (VAL sin (mii - ;/lxz cos (VAxL) sin (VL) (7.104)

dostaneme ortogonalitu funckii Xp.
Pre nenulove Ty vyskusame metodu z predchadzajuceho prikladu. Najdeme riesenie rovnice sz, = 0

s rovnakou okrajovou podmienkou. Dostaneme
s(ry=ciz+cy, S(0)=c1=0, s(L)=c1 =—-caL—ca+Tp (7.105)

a teda s(x) = Tp. Funckia U = u—Tj bude teda splnat okrajove podmienky s nulovou teplotou (overit)

a je teda dana predchadzajucim riesenim. |

Priklad 72. Najdite priebeh teploty pre predchadajucu ulohu pre pociatocne rozdelnie teploty

p(x) = (1 - z) Ty + %Tz (7.106)

pre rozne kombinacie teplot T 1 2. ]

Priklad 73 (Vymena tepla na okraji II). Vyrieste predchadzajuce dva priklady pre pripad fixovanej

teploty namiesto izolovaneho konca. O

Priklad 74. Vyrieste ulohu o vedeni tepla v tyci pre pripad, ked si oba konce vymienaju teplo s
okolim pri roznych teplotach. O

RieSenie. Uz len heslovito. Stacionarne riesenie ma tvar

s(z) = TI_TOm T —1Tp
1+ L 1+ L

+To (7.107)

Ulohu s homogennymi okrajovymi podmienkami a pociatocnou podmienkou

&) = 9(x) - s(a) (7.108)
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vyriesime separaciou premennych. To vedie na

Xk (z) = sin (\/Yk.T) + /Ay, cos (Nw) , tan (\/EL) = \/QEW—kl (7.109)

Overime ze tieto funkcie su na seba kolme a dostaneme riesenie

u(z,t) = LoD, N-To oy i Ape VX (2) ) Ap = —— /L dz ¢(z) Xp(z)  (7.110)
’ 1+L 1+L —~ ’ 1 X5]” Jo ‘
|
7.2 Fourierova metdéda vo vSobecnom pripade
e riesme vseobecnu homogennu ulohu v n rozmeroch v oblasti €2
pu;  vedenie tepla n
Lu = ,r€QCR (7.111)
puy  vina
s homogennou okrajovou podmienkou
ou
au+ B— =0 (7.112)
on €S

funkcie a2 su nezaporne v € a v ziadnom bode nie su naraz nulove. operator L ma tvar
zobseobecneneho Laplacianu
L=V(kV)—q (7.113)

pricom na Q plati & > 0,p > 0,¢q > 0 (uvidime neskor preco su tieto podmienky dolezite)

e pouceny z predchadajucich casti budeme hladat riesenie tejto ulohy separaciou premennych
u(z,t) = X(x)T'(t), z ktorej dostaneme

0X
LX+MX =0, aX+8=—=| =0 (7.114)
on zeS

kde klucovou bola homogennost okrajovych podmienok

pre T potom dostaneme zodpovedajucu rovnicu 7" (resp. T") + AT = 0

e sustavu rovnic pre X nazyvame Sturm-Liouvillov problem
uloha ma vzdy trivialne riesenie X = 0, to nas ale nebude zaujimat
netrivialne riesenie ma uloha len pre niektore hodnoty cisla A - vlastne cisla

zodpovedajuce riesenia X - vlastne funkcie - budeme oznacovat ®

e tato uloha ma spocitatelne vela vlastnych cisel g, pricom sa daju usporiadat A\; < A9 < A3...,

ale nie su nutne rozne

e zavedme teda triedu funkcii f, ktore
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— na Q su po castiach spojite
— aj prve a druhe parcialne derivaie su po castiach spojite

— splnaju okrajovu podmienku
of

af +f5- =0 (7.115)

zeS

taketo funkcie teda tvoria vektorovy priestor nad realnym cislami a mozme v nom zaviest ska-

larny sucin

(fr, fo) = /Q AV p(2) f1 () fa(z) = 0 (7.116)

pre lubovolnu nezapornu funkciu p, ktora nie je identicky nulova na 2

budeme oznacovat V'

funkcie ®;, evidnetne patria do V'

funkcie prisluchajuce roznym vlastnym odnotam A; # A; su na seba kolme, lebo definicne vztahy
Loy 4+ A\pPp, =0, LO; 4+ N\pP; =0 (7.117)

vynasobime postupne ®;, ®; odcitame a preintegrujeme cez ) a dostaneme
/Q AV [®, L8y, — BLLP) = (M — Ae) /Q AV pdy D, (7.118)

z Greenovho vzorca a z okrajovej podmienky je lava strana nulova a teda ak su vlastne hodnoty
rozne, dostavame

/ dv p(I)k(I)l = <‘I>k, CI)[> =0 (7.119)
Q

ak ma r funkcii ®q,...,®, rovnaku vlastnu hodnotu, potom z nich mozme vyrobit linearne

kombinacie, ktore uz na seba kolme budu

mozme teda predpokladat, ze funkcie @ tvoria ortogonalny system a ako take ich mozme potom

aj normovat aby platilo ||®y|* = (¥, By) = 1

taketo funckie @y, tvoria ortonormalnu bazu priestoru V' so skalarnym sucinom danym p z (7.114)

to znamena ze kazda funkcia f € V sa da zapisat ako
fa) = Y au(a) . o= [ aV p(@)f()0u(a) (7.120)
k

takemuto rozvoju hovorime fourierov rad a cislam ¢ fourierove koeficienty

v konecnorozmernom priestore kazda mnozina n navzajom kolmych vektorov tvori bazu, avsak v
nekonecom to uz je komplikovanejsie a nie kazda spocitatelna mnozina ortogonalnych vektorov

je bazou, tvrdenie o bazovosti ®; je teda netrivialne
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e vlastne cisla A\; su realne - ak imaginarnej vlastnej hodnote A = a + ¢b prislucha vlastna funkcia
d = O +id;, potom dostaneme ze aj A je vlastne cislo s vlastnou funckiou ® = & — i®;. tieto

dve funkcie ale na seba musia byt kolme, a teda
(®,8) =0= /dvp(qﬁz +32) (7.121)
co plati iba pre ®g ;, identicku nulu a teda trivialne riesenie
o vsetky vlastne cisla A\; su nezaporne - dostaneme
/Q dV &, LDy, + A /Q dV p(z)®3(x) =0 (7.122)
druhy integral je urcite kladny, prvy integral je z Greenovho vzorca
/de o), LDy, — —/de kYO, - Vb, — /de ¢®? (7.123)
urcite zaporny, takze A > 0 aby mala sancu tato rovnost platit

e pre cisto neumanovu okrajovu podmienku v pripade ¢ =0 je vlastnou hodnotou aj A =10 s

vlastnou funkciou ® = 1, inak su vlastne hodnoty ostro vacsie ako nula

e riesenie vlnovej rovnice z ulohy (7.111) ma potom tvar

=Y ch cos /At + dj sin \/Et) ‘I)k(iﬁ)] (7.124)
k

funkcia u(z,t) patri do V' pre lubovolny fixny cast ¢ a teda ju mozno napisat v tvare

)= Ap(t)Pp(a) (7.125)
k

a naviac )
Ay = / dV pu®y = ——/ dV uL®y, (7.126)
Q Y o)
pouzitim Greenovho vzorca prenesieme L na funkciu u a vyuzijeme ze u je riesenim rovnice a
dostaneme )
Ay = ——/ dV puyu®y, (7.127)
A Ja
priamo z (7.125) potom dostavame
wg (2, 1) ZA” VO ( (7.128)
z tychto dvoch vztahov dostaneme
A"(t) + MA(t) =0 (7.129)

a teda
Ag(t) = ¢ cos /At + dj sin /gt (7.130)

ostava urcit koeficienty cy, d. tie dostaneme z prvej casti rovnice (7.126)

o= [ AV p@)@)Pu(a)  di = = / AV ()i (@) Dy (x) (7.131)
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Priklad 75. Ukazte, ze vseobecnej riesenie rovnice vedenia tepla v (7.111) je

u(z, 1) :zkj [( /Q v’ p(ac’)<b(x')<1>k(x')> e_Aktfbk(m)} . (7.132)

7.2.1 Vlastnosti aplnych systémov funkcii
e system funkcii
{pp(x)},z € QCR" k=1,2,... (7.133)

budeme nazyvat ortogonalny vzhladom na vahu p(x) ak plati

/Q 4V p(2)@n(@) i) = Ardu (7.134)

kde uvazujeme komplexne funkcie, lebo s takymi mozme mat docinenia

napriklad system funkcii

{\/%e“fe} (7.135)

je ortogonalny pre kruznicu, tj. Q = {z, |z| = 1}

« vsimnime si, ze kazdy ortogonalny system mozme normovat ak prejdeme od ¢ k
1
Pk = =¥k
VA
budeme teda predpokladat, ze kazdy system s ktorym sa stretneme bude ortonormalny

(7.136)

o ak f(x) je absolutne kvadraticky integrovatelna funkcia na €2, potom cisla
a= [ v @) (7.137)
budeme nazyvat fourierovymi koeficientami funcie f

e ciastocne sucty Y cxpr maju potom nasledovnu minimalnu vlastnost. vyraz
2

M
A1, vm) = /QdV |f(x) — Z’ykgok(x) (7.138)
k=1
dosahuje minimum pre
=i Yi=1,... M (7.139)
dokaz nie je komplikovany. rozpiseme
M M -
A= [avifP eSSl =30 ([ aV f@nla) + o [V Fa)alo) -
Q k=1 k=1 & &
M M
:/ aV P+ 1wl =D (e +mér) =
Q k=1 k=1
M M
= [avisl =Y lal+ 3 e -l (7.140)
Q k=1 k=1

posledny vyraz je evidentne najmensi ked je posledna suma nulova a teda ked plati (7.139)
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e 7 (7.140) dostavame aj dalsiu dolezitu vlastnost. nakolko A > 0 dostavame

M
L avis? =Y laf var
Q k=1

kedze integral na pravej strane je konecny, suma

[e.9]

> lewl?

k=1
nutne konverguje. ak plati rovnost
o0
>l = [ av s
k=1 @
hovorime ze system {p} je uplny a potom

=0

M—o0

M
lim dVv ‘f — Z CrPk
& k=1

a teda

M
Jim > eypu(a) = £()
k=1

« DOPLNIT POZNAMKU O KONVERGENCII A GIBS PHENOMENON

7.3 Vlastné funkcie Laplacianu v dvoch a troch priestorovych rozmeroch

7.3.1 Vlastné funkcie Laplacianu v kartézkych stradniciach

dva rozmery

o hladame riesenie dvojrozmernej rovnice
Ugz + Uyy + Au = 0 + okrajove podmienky
separujeme premenne u = XY

X"Y + XY" + AXY =0

pre Y dostaneme rovincu a riesenie

Y"=—uY = Y = Ay sin/uy + By cos/uy

kde konstanty Ay, By zvolilme tak, aby platili okrajove podmienky. podobne

X"=-A=wX = X = Axsin\/A — pz + Bx cos /A — uz
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e pozrime sa teraz na pripad homogennych dirichletovych okrajovych podmienok na stranach

stvorca s hranou a. podmienka pre Y da

k2m?
By =0, Vua=kr = p= 2 (7.151)
podobne podmienka pre X da
1’72
Bx=0, VA—pa=ln = A—pu= 2 (7.152)
dostaneme teda pre vlastne hodnoty
2
T (2 g2 _
)\_ﬁ(k: +l>,k,l_1,2,... (7.153)

zodpovedajuce vlastne funkcie su

k l
ugr(x1,x2) = sin ( mﬂl) sin ( ng) (7.154)

a a

Priklad 76. Najdite vlastné hodnoty a vlastné funkcie Laplacidnu v Stvorci s homogennou Neuman-

novou podmienkou. ]

« este jeden priklad, pre nekonecny pas 0 < x5 < L s nulovou okrajovou podmenkou pre o = 0, L
hladame ohranicene vlastne funkcie laplacianu, opat separaciou premmenny dostaneme

. k?T:L'Q
Y =sin

(7.155)

pre X dostavame rovnicu

X"=-(A-k)X (7.156)

ktora ma ohranicene riesenie A — k2 > 0 v tvare
X = Axsin VA — k?z 4+ Bx cos VA — k2z (7.157)

ale tentoraz bez podmienky na hodnotu A — k2, ktora moze byt lubovine kladne cislo v, cim

dostavame vlastne hodnoty a vlastne funkcie

)

Uk, = (asinvay + beosvasy) sin ,k=1,2,... ,v>0 (7.158)
vlastne hodnoty A nie su diskretne, nakolko neide o ohranicenu oblast

viac rozmerov

Priklad 77. Nadite vlastné hodnoty a vlastné funkcie Laplacidnu pre n rozmernt kockatua oblast

0<z;<ai=1,...,n s homogénnou
¢ Dirichletovou okrajovou podmienkou,

e Neumanovou okrajovou podmienkou.
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7.3.2 Vlastné funkcie Laplacianu v polarnych stradniciach

 riesenie Laplaceovej rovnice v polarnych suradniciach sme uz nasli, rovnice pre vlastne hodnoty

Laplacianu budu podobne, avsak drobna zmena povedie na znacne rozdielny vysledok

« separovanim prememnnych u(r,0) = R(r)©(f) dostaneme

LeRY 160"

7t g tA=0 (7.159)
1AV /!
T(T]f) +ar? = —% —u (7.160)

rovnicu pre © hravo vyriesime, ak si uvedomime ze hladame riesenie ktore je periodicke v 0, tj.
(27 +60) = 6(0)

O =—u® = p=m?, m=0,1,..., © =m0 (7.161)
rovnica pre radialnu cast potom bude mat tvar
R’ +rR + (A —m*)R =0 (7.162)
rieseniami tejto rovnice su Besselove funkcie
R(r) = AJp (V) + BY;(VAr) (7.163)

vlastne funkcie teda maju tvar
Vg = (AJm (ﬁr) + BY,, (ﬁr)) eFimd (7.164)

e ostava uz len urcit vlastne hodnoty A a koeficienty A, B

kedze Y, je singularne pre nulovy argument, pre oblasti ktore obsahuju pociatok dostaneme pre

ohranicene riesenia B = 0 (inak musime ale zaratat aj Y, !)

ako ziskame vlastnu hodnotu A budeme ilustrovat na kruhovej oblasti s polomerom a s nulo-
vou Dirichletovou okrajovou podmienkou u|,—, = 0. aby to platilo pre vsetky funkcie (7.164)

dostaneme

2
xm,k:
Jm (VAa) =0 = A= - (7.165)

kde @, i, k = 1,2,... su nuly Besselovej funkcie Jp,(z)

e kmitanie kruhovej membrany - vlastne frekvenice kmitania su presne tieto vlastne hodnoty.
pat najnizsich je potom

x0,1 ~ 2.40 , uy ~ Jo(2.40r/a) ( )

z1,1 ~ 3.83 , ugg ~ J1(3.83r/a) cos B, J;(3.83r/a) sin O ( )

x21 ~ 514, ugs ~ Jo(5.14r/a) cos 20, Jo(5.14r/a) sin 20 (7.168)

x02 ~ 5.52 , ug ~ Jo(5.52r/a) ( )

je velmi poucne nakreslit si funkcie u; . ¢ a uvedomit si, ako pri nich membrana kmita
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Priklad 78. Najdite vlastne hodnoty a vlastne funkcie Lalacidnu v kruhovej oblasti s Naumanovou
okrajovou podmienkou. Explicitne ndjdite niekolko najnizich vlastnich hodnot a nakreslite prislucha-
juce vlastne funcie. 0

7.3.3 Vlastné funkcie Laplacianu v sférickych stradniciach

e v sferickych suradniciach ma Laplacian tvar

Ao L2 () L[ L0 g,0), 1 0
2 0r or r2 | sinf 06 00 sin? 0 Oy

vidime teda, ze to opat so separaciou premennych nebude uplne priamociare, ale bude sa to dat

(7.170)

e riesenie rovnice

Au+ Au=0 (7.171)

budeme hladat v separovanom tvare u = R(r)0(0)®(p), cim sa rovnica rozpadne na

2 I\ " : "/
R 1 & 1 (sinf©
CPRY oy L 1 (m0&) (7.172)
R sin“f ¢  sinf C]
a opat se tieto dva vyrazy musia rovnat tej istej konstante
e druhu cast rovnice prepiseme na
ol sin /")’

% = sinH(@) + psin? 6 (7.173)
co sa opat musi rovnat nejakej konstante. z rovnice pre ® a z toho, ze toto riesenie musi byt
periodicke s periodou 27 usudime, ze tato konstanta musi byt —m?2,m = 0,1,2, ... a dostavame

P =M M =0,1,2,... (7.174)

e v rovnici pre © spravime substituciu z = cos#, cim ju prevedieme na

d N 1 pr m?
a[u—z)M(z)h pe1—m| =0 (7.175)
tato rovnica ma normovatelne riesenie iba pre p =1(1+1),l =0,1,2,... a pre m < [, ktore ma
potom tvare pridruzenych Legendrovych funkcii
M(z) = AP"(z) + BQ["(2) (7.176)

vo vacsine toho, co bude zaujimat nas cast () vypadne, nakolko pre z = +1 a teda na z-ovej osy

je tato funkcia singularna pre lubovolne m, [, dostavame teda
©(0) = P"(cos ) (7.177)
to spolu s (7.174) dava

Y™(0,¢) = P.(cos@)e™* , 1=0,1,2,... , m

o~
o~

(7.178)
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ako vlastne funkci uhlovej casti laplacianu

1 9 ) 1 82
o7 (sinf— ——— | Y}, (0 =Y. =1l(l+1)Y 1
Linaae <Sm 39) +Sin293@] im(0,¢) = Yim =11+ 1)Y, (7.179)

tymto funkciam sa hovori sfericke hramonicke funkcie a tvora bazu funkcii na jednotkovej (a

teda kazdej) sfere, v zmysle ze kazda funkcia f(6, ¢) na sfere sa da napisat ako

00 l
F0,0) =" cimYim(0, ) (7.180)

=0 m=-1
ostava vyriesit radialnu cast. tu bude zaver tiez trochu antiklimaticky. rovnica prejde do tvaru
2R’ 4+ 2rR + [\ — (1 +1)| R =0 (7.181)

ak teraz prejdeme k funkcii S(r) = /7 R(r) rovnica prejde na rovnicu pre S, ktorej riesenia budu

polocislene Besselove funkcie
1
SV

opat v pripade, ze hladame riesenie ktore je konecne v pociatku cast Y vypadne

R(r) (AT (VAF) +BY,1 (V)] (7.182)

ked teraz spojime (7.174,7.176,7.182), dostaneme vseobecne riesenie rovnice (7.171)

1
UNm = W

a specialne pre riesenia konecne v pociatku a na z-ovej osy

[AJ 1 (VAr) + BY;,1 (V)] [CPP(2) + DQP(2)] [Be™ + D™2] - (7.183)

UNim = \};JH; (\5\7“) Yim (0, ¢) (7.184)

funkciam Jy 119 /+/7 sa niekedy hovori sfericke besselove funkcie a oznauju sa j

Laplaceova rovnica v sferickych suradniciach

e pozriem sa na Laplaceovu rovnicu, tj. pripad (7.181) s A = 0, substitucia r = ¢’ da

d?R  dR
TR —Il+1)R=0 (7.185)

hladame riesenie v tvare R = e, co da a® + a — (I + 1) = 0 a teda riesenia v tvare

1
R(r) = Arl + B (7.186)

a teda ,slusne“ riesenia Laplaceovej rovnice v tvare

[e's) l

1
u(ri0,0) =3 Y [ Amr' + Binig | Yin(0.) (7.187)
=0 m=-—1
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o ako ukazku pouzitia tohto vzoraca si vyriesme priklad znamy z hodin teorie elektromagnetickeho

pola - uzemnena gula v homogennom elektrickom poli

uzemnenu vodivu gulu polomeru a vlozime do povodne homogenneho elektrickeho pola. to bolo

povodne popisane potencialom ug = —Fz = —Er cos . novy potencial je dany rovniciou

Au=0, ul,_,=0, u = ug (7.188)

T—00

nakolko ocakavame, ze vo velkej vzdialenosti od gule sa pole nezmeni

kedze situacia je symetricka okolo z-ovej osy, v rozvoji (7.187) budu iba cleny s m = 0 (premys-

liet). pre velke r
u= Z At P (cos 6) (7.189)
!

a teda cleny s [ > 2 rastu prilis rychlo. clen s [ = 0 nema spravne spravanie v smere § = 7/2 a

teda dostavame riesenie v tvare

B
u= (Ar + 2) cos 6 (7.190)
r
koeficient A je urceny z podmienky pre r — oo na A = —F, koeficient B urcime z druhej
okrajovej podmienky
B .
—Ea+— =0 = B=Ed (7.191)
a
cim dostaneme vysledok
2
a
u=—FEr (1 — 7“3> cosf (7.192)

to je superpozicia povodneho elektrickeho pola a potenicalu dipolu s momentom p ~ Ea3

Priklad 79. Najdite vSeobecné vyjadrenie riesenia Laplaceovej rovnice v cylindrickych stradniciach.
N4jdite riesenie tejto rovnice v oblasti polonekonecného valca z > 0,r < a s homogénnou Dirichletovou

okrajovou podmienkou. O
Sfericke harmoniky

e explicitne vyjadrenie sferickych harmonik aj s normaliaciou je

20+ 1)(1 — m)! |
Yim = Pm e =—I,... 1
Im \/ mirmy 1 (cos0)e'™* | 'm ...l (7.193)

e mody kmitania sferickej membrany - DOPLNIT

7.4 Rovnice vo viacerych rozmeroch

Tato cast je najma zbierkou riesenych prikladov, ktoré ilustruji pouzitie vysledkov z predchidzajicej
¢asti na riesenie Laplaceovej rovnice, vlnovej rovnice a rovnice vedenia tepla v troch priestorovych

rozmeroch.
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7.4.1 Laplaceova rovnica

Priklad 80. Polonekoneény valec z > 0,r < a ma plast fixovany na nulovi teplotu a zdkladnu na

teplotu Tp? Néjdite rovnovaze rozdelenie teploty vo valci. O
Riesenie. ¢ ulohu riesime v cylindrickych suradniciach, kde je Laplacian
10 0 1 02 0?
A=_-" (r=Z = 4= 7.194
ror <T8T> + r2 002 + 022 ( )

riesime Laplaceovu rovnicu Au = 0, separujeme premenne u = R(r)0(0)Z(z) a dostaneme

(,’,,R/)/ @// Z//
rR r20 = Tz =K (7.195)
e pre funkciu Z dostaneme teda
Z,(2) = Be VF* 4 FeVi= (7.196)

a pre cast R, O dostaneme rovnaku rovnicu ako pre vlastne hodnoty laplacianu v polarnych

suradniciach s vlastnou hodnotou a teda
wam = (A (VET) + BYyn (/i) (Csinmb + D cosmo) (Be™VF= 4 Fevi=) (7.197)

TOTO OVERIT

zostava uz len najst pravnu linearnu kombinaciu takychto funckii aby platili okrajove podmienky

e v prvom rade dostavame F'=0, nakolko nase riesenie ma byt ohranicene ked z — oo, v druhom
rade dostavame m = 0, nakolko nase riesenie je rotacne symetricke okolo osi z. v tretom rade
dostavame Jo(,/pia) = 0 a teda

2
§= Lo,k
a2

L k=1,2,... (7.198)

kde x¢ ) su opat nuly Besselovej funkcie Jo(x) a teda riesenie ma tvar

u(r,0,z) = Z ApJo (w0 2/ a) e~ Tok=/a (7.199)
k=1

ostava urcit konstanty Ay tak, aby platilo u(r,6,0) = Tpy. dostavame teda

a
Ay = TO/ drrJo (zorz/a) (7.200)
0

kde v nasom oznaceni su Besselove funkcie normovane na jednotku. explicitny vypocet potom

da oT
Ap=—2 7.201
zoxJ1 (To k) (7.200)
|

Priklad 81. Rozmyslite si, ¢o by sa v predchadzajticom priklade zmenilo, ak by sme mali dani teplotu

na zakladni inak, a to
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1. radidlnou funkciou T'(r),
2. vseobecneou funkciou 7'(r, 6).
O

Priklad 82. Majme dutt vodiva sféru polomeru a, ktorej hornd polovica je drzana na potencidly Vg

a dolné polovica je uzemnend. Ako vyzerd potencial v stére? O

RieSenie. e a

Priklad 83. Majme polgulu s polomerom a, ktora na oblom povrchu prijima teplo s konstantnym
tokom a na rovnom povrchu teplo konstantnym tokom odovzdava. Najdite vztah medzi tymito tokmi,

aby bola splnena nutnd podmienka pre existenciu riesesenia. Najdite rovnovazne rozdelenie teploty. [

RieSenie. e a

7.4.2 Rovnica vedenia tepla

Priklad 84. Majme nekonec¢ny valec s polomerom a, v ktorom je teplota na zaciatku

2
T(ry=Ty|1——| . (7.202)
Ako vyzera teplota vo vlaci v case t? O

RiesSenie. e a
[ |

Priklad 85. Majme polovicu nekonecnéh valca r < a,0 € (0,7) alebo r < a,y > 0, v ktorej je na
zaciatku vSade rovnaka teplota. Obla cast je tepelne izolovand, rovnd cast v rovine x, z je drzand na

konstantnej teplote. Najdite rozdelenie teploty v case t. O

RiesSenie. e a
[ |

Priklad 86. Gula s polomerom a ma na povrchu fixovani nulovi teplotu a na zac¢iatku ma v objeme

rozdelenie teploty T'(r,#) nezavislé na siradnici ¢. Ako sa v Case meni rozdelenie teploty v guli? [

RieSenie. e a

Priklad 87. Gula s polomerom a si na povrchu vymiena teplo s okolim o nulovej teplota a na zaciatku

mé v objeme radidlne rozdelenie teploty T'(r). Ako sa v ¢ase meni rozdelenie teploty v guli? O

RiesSenie. e a
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7.4.3 Vlnova rovnica
7.5 Spektralny rozklad samoadjungovanych operatorov

e v tejto kapitole si ukazeme, ako vacsina toho, o sme hovorili pre operator L a rovnicu Lu = f

prejde do vseobecneho hilbertovho priestoru

o majme teda hilbertov priestor H, v ktorom budeme sklarny sucit oznacovat (u,v) pre u,v € H

a majme na tomto Hilbertovom priestore samoadjungovany (symetricky) operator T', tj.

(u, Tv) = (T'u,v) (7.203)

« priamociaro ukazeme ze vlastne cisla Tu = Au su ralne, nakolko
(u, Tu) = (Tu,u) = X{u,u) = X {u,u) (7.204)
a vlastne vektory prisluchajuce roznym vlastnym hodnotam su na seba kolme

(Or, Tr) = (Thr, 1) = (M — Ni) (Dk, 1) =0 (7.205)

o kompaktny operator - taky, ktory zobrazi otvorenu mnozinu na kompaktnu mnozinu (teda iden-

tita napriklad nie)

da sa dokazat, ze pre takyto operator plati spektralny rozklad

Tv="> ¢ (b v) (7.206)

Ak

pre vsetky v z jadra operatora T'. to plati v zmysle ze limita tejto sumy ked k ide od 1 po NN ide
doTv ked N —

pouzitim trochy kvantovomechanickeho oznacenia ozme pisat

T=> Mlow) (Sl (7.207)
K

e co to znamena pre riesenie rovnic? riesme rovnicu T'u = f, vektor f rozlozime do bazy ¢
F=Y cor, k= (on ) (7.208)
k

potom

Z (M (D, u) —ci) o =0 = A\ (dr,u) —cp =0 Vi (7.209)
%

a teda dostavame ze koeficienty riesenia u v rozvoji do ¢ su cx /A a teda riesenie ma tvar

u= Ek: %’Zm (7.210)
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e ked toto prepiseme opat braketovym znacenim

"= ij 68 (0] £ (7.211)

k

dostaneme inverzny operator T~!, ktory sme v predchadzajich castiach identifikovali s Greenovou

funkciou

G=% jk 68) (%] (7.212)

to najlepsie vidno ked si prepiseme (7.210) pre Hilbertov priestor funkcii
1 1
u@) =Y 1 [V a@a@)f@) > Gaa) =Y Ta@ae)  (7213)
k k

tymto vztahom sa dava do spojitosti fourierova metoda a metoda Greenovej funkcie

o dva priklady
funkcie vo stvorci s nulovou okrajovou podmienkou

krxy . lmwxs

¢r1(x1,x2) = Nigsin sin (7.214)
a
a teda ) . l fr ! -
G(z,x') = — Z —————— N} sin T in T2 i DL g T2 (7.215)
W oz (k2 +17) a a a a
rovnica vedenia tepla s nulovou okrajovou podmienkou
u = Au , u(z,0) = ¢(x) (7.216)

riesenie teda bude

u(a,t) = [ av’ (ZeAkm(mm(m')) o) (7.217)
k

vyrazu v zatvorke sa hovori tepelne jadro, alebo heat kernel

K(z,2') = Z e Moy (x)pp () (7.218)
k

172



8 Zovseobecnena tloha a Sobolevove priestory

V tejto casti len velmi kratky uvod do toho, co je zovseobecnena uloha, Sobolevove priestory a podobne.

e idea je podobna ako pri distribuciach, ked sme si vsimli, ze sme pri predpokladoch slusnosti
rieseni a pociatocnych podmienok rovnic dosli k vzorcom, ktore davaju rozumny vysledok aj pre

funkcie ktore tieto predpoklady nesplnaju

konkretne integralne vzorce daju rozumny vysledok aj pre vseliak nespojite funkcie, ktore nor-

malne nevieme derivovat

e chceli by sme teda nejak zovseobecnit pojem funkcie a vyrobit priestor, v ktorom bude mat

rovnica Lu = f dobry zmysel aj pre nespojitu funkciu u

e idea v zavedeni ,slabych®“ pojmov, ktore budu povedome z teorie distribucii. preco to ale je
ine? lebo tu budeme vediet objeky medzi sebou pobodovo nasobit a teda je to uzitocne do

nelinearnych rovnic, kde take nasobenie vystupuje

o opat budeme mat priestor testovacich funkcii ¢ € D

majme priestor funkcii L?(Q) a teda kvadraticky integrovatelne funkcie na oblasti Q C R™, norma

je v tomto priestore dana

||u|]2:/Qqu2(x) (8.1)

zavedieme slabu derivaciu 9/Vu pre u € L? nasledovnym vztahom (motivacia z integrovania

per-partes)
/ dv (9} u)p = —/ dV u(d;p) Yo € D (8.2)
Q) Q

e priestor funckii, pre ktore existuje takto definovana slaba derivacia budeme nazyvat Sobolevov

priestor a oznacovat W2!(Q). zavedieme v nom normu
2
lull, :/ % <u2 + VW ) (8.3)
Q

nie je tazke rozmysliet si, co bude priestorom W*!(Q2) a ako v nom bude vyzerat norma.

e slabe riesenie rovnice Lu — f = 0, kde L je linearny diferencialny operator radu I, bude potom

taka funcia u € W?2!, pre ktoru plati
/qu(ch—f)zOVgoED (8.4)
Q

Hovoril som ze to bude kratke.

173



9 Nelinarne rovnice a rovnice vyssych radov

9.1 Razy revisited

o v casti 1.4 sme sa uz s nelinearnou rovnicou stretli, islo o (bezviskoznu) Burgersovu rovnicu
ut + uuy =0 (9.1)

ide o transportnu rovnicu, kde rychlost transportu zavisi od koncentracie, miesta s vyssou kon-
centraciou dobiehaju miesta z nizsou a ukazali sme, ze vysledkom tejto zavislosti je vznik razov

- nespojitosti v povodne spojitej pociatocnej podmienke

toto sa prejavilo tym, ze charakteristiky sa v (z,t) diagrame pretinali a riesenie prestalo byt
jednoznacne urcene. vtedy sme povedali ze v takom pripade prestava nas model fungovat a

musime na pomoc zavolat cosi ine

e tym cimsi bol zakon zachovania, teraz sme uz dospeli a mozeme to vyriesit vysokoskoslky

9.1.1 Slabé rieSenie

e teraz ten isty vztah pre rychlost sirenia razu odvodime metodou slabych rieseni

opat budeme vychadzat zo zakona zachovania

0 [u" o [ urt!
(2 — — 2
8t<n)+0x<n+1> 0 (9-2)

avsak teraz budeme hladat jeho riesenie v slabom zmysle, tj.

n
/da: dt (u"cpt + -y 1u"+1<px> =0

n n+l ,n\ —
/dmdt <n+1u U ) Ve =0 (9.3)

kde druhy zapis rovnice sa coskoro ukaze byt uzitocny. predpokladajme, ze riesenie v ma jednu
nespojitost, ktora sa v case r nachadza v mieste X (t) a rozdeluje integracnu oblast na dve casti

D_ a D, . nenormovany vektor v smere X je (dx,dt) a teda jednotkovy vektor kolmy na X (t) je

A X(t)
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9.2

n= - (1.-X) (9.4)
\/1+‘X‘

a teda normalovy vektor pre dD_ je n a pre 0Dy je to —n, tak dostaneme pouzitim Gaussovej

vety a uvazenim, v objeme D plati zakon zachovania

n n
d : nt1 n)] _/ d [ _ ( n+1 n>:| _
/aD_ sgo[n <n+1u LU - sp|n- | —quTu 0

n n+1 n vy n n+1 n vy
/dw<n+1u_+ —u" X — ut +u+X> =0 (9.5)

n+1

toto ma platit pre lubovolnu funkciu ¢ a teda integrand musi byt nulovy, cim dostavame opat

rovnicu (?7) » N
- nou” —ul
X = nl (e u:) (9.6)
- T uy

opat nam teda ostava urcit, ktory zakon zachovania zostava v plastnosti aj v pritomnosti razu

Burgersova rovnica

najjednoduchsi sposob, ako ,opravit® rovnicu (9.1) je pridat na pravu stranu clen cuy,. ten
zahrna efekty viskozity, pripadne pri popise dopravy hovori o tom, ze vodici volia svoju rychlost

nie len podla hustoty premavky, ale aj podla toho ako sa tato hustota meni

pre male zmeny u je clen u,, zanedbatelny a dostavame povodnu transportnu rovnicu, pre velke

zmeny je clen dolezity

dostavame teda Burgersovu rovnicu
Up + Uy = EUgy (9.7)

tato rovnica sa da explicitne vyriesit (Hopf,Cole)

zavedieme substitucie

u=1y P =—2¢clog¢ (9-8)

ktore prevedu Burgersovu rovnicu (9.7) na
Pt = EQaa (9.9)

k tomu sa da prist nasledovne. prepiseme rovnicu (9.7) ako zakon zachovania

1
up — (sum — u2> =0 (9.10)
2 Ja
vidime, ze ak nadjeme funkciu v, pre ktoru
L 9
U=y, Yy = Uy — = U (9.11)

2
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rovnica (9.10) bude trivialne splnena. pre ¥ potom dostavame

1
Py + 51/1% = etya (9.12)
vsimnite si, ze to je sice podobne vyzerajuca, ale ina rovnica ako povodna Burgerova rovnica v
tvare 1
ug + §(u2)$ = ElUgy (9.13)

majme teraz pociatocnu podmienku u(z,0) = f(x), potom je zrejme ze
¢(z,0)=e —5:F(@) (9.14)

kde F(x) je primitivna funkcia k f(x), F'(x) = f(z) rovnicu pre ¢ (9.9) vieme riesit Poissonovym

VZOrcom
$@,t) = )~ (=) (9.15)
u(z,t) potom najdeme z
u(z,t) = —25(];;6 (9.16)
pozrime sa teraz na niektore konkretne pripady
zacnime pociatocnou podmienkou
x
u(z,0) = — tanh () (9.17)
a

pre parameter a. dostavame

—/dstanh(s>:—a/dztanhz: e =
a dz =uldu

:—a/duZ§ ——a/du[2+1 u}:—a[log(uz—i-l)—logu—i-C’]:

= —alog (ex/a + €_x/a) +C (9'18>

aditivna konstanta C' sa v ¢ zmeni na multiplikativnu konstantu ¢“ a vo vztahu pre u (9.16)

vypadne, mozme teda polozit C' = 0 a dostaneme

(z—6)2

o(x,t) = /d§ (em/“ +e—ﬂc/a)i e i (9.19)

pripad a = 2¢ - riesenie bude

¢(x7t) -

1 t4+2x t—2x t x
2V mete 4e + 2V mete 1= | = e 2 cosh () 9.20
VAmet { } 2e ( )

a z toho

u(z, t) = — tanh <;€) (9.21)

a teda staicke riesnie!!
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e pripad a = 4¢ - tu mame

2
(64% + 674%) = 62% + e*é + 2 (9.22)
co da
o(x,t) = €122 cosh (;) +2 (9.23)
a riesenie (o
u(z,t) = — sinh (52) (9.24)

cosh () + e =

co je riesenie ktore v limite ¢ — oo prechadza na staticke riesenie (9.21)

e ina pociatocna podmienka

1 z<0
(@) {0 . (9.25)
dostaneme ze
z <0
z,0) = 9.26
¥(.0) {0 e (9.20)

a teda
e /% x <0

¢(x,0) = { (9.27)

1 z>0

riesenie pre ¢(z,t) s touto pociatocnou podmienkou je

o(z, 1) ! / " de e / e N (9.28)
x,t) = e 2 E e e .
VAaret J—oo Vamet Jo

co je vyjadrenie obsahujuce error function, u(z, t) bude obsahovat jej derivacie a to vcelku skaredy
vyraz. ked sa to vsak nakresli (napriklad Mathematice), uvidime ostry hrb v rieseni, ktory sa
pohybuje rychlostou

X = 3 (9.29)

e presne to sme cakali, nakolko Burgerova rovnica hovori, ze zakon zachovania pre n = 1 plati

dalej, avsak ostatne uz neplatia a presne taku hodnotu pre X ocakavame

Priklad 88. Ukazte, ze Burgerova rovnica mé rieSenie dané funkciou
B, t) = Ae" 17 4 Bettbe (9.30)

A, B,a # b su kladne realne konstanty. Najdite vyjadrenie rieSenia u(x,t) a rozmyslite si, Ze ide o
kopec vysky 2¢|a — b| a sirky rddovo 1/|a — b|, ktory sa pohybuje do prava rychlostou e(b+ a). Ukézte,

ze to je opét presne tolko, kolko by ste ¢akali podla zakona zachovania energie. O

Riesenie. Funkciu (9.30) je priamociare dosadit do difuznej rovnice (9.9). Odvodenie riesenia tiez nie
je tazke, dostaneme

6a(sat—:v) + %eb(abt—x) 1+ %ee(b—a)(a(b—&-a)t—ac)
a a

u(z,t) = 2ea ca(eat—) 1 %eb(abt_x) = 2¢ea

14 Beso-a)(cb+a)t—a) (9.31)
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To je funkcia tvaru f(z — ct) kde rychlost sirenia je ¢ = (b + a). Bez ujmi na vseobecnosti mozme

predpokladat b > a. Potom

f(§ = 00) =2¢ea, f(§— —o0)=2eb.

(9.32)

Ide teda o kopec, ktory prechadza z vacsej hodnoty 2¢b na mensiu hodnotu 2ea a preto m vysku

2e(b — a). Pre rychlost sirenia teda dostavame (u_ + uy)/2, presne podla zakona zachovania.

Ostava najst vztah pre sirku kopca. Zadefinujme sirku ako vzdialenost bodov, medzi ktorymi strati

funkcia o nasobok svojej vysky. Nech su tieto body z4, tj

f(z2) = f(z4) = a2e(b—a) . (9.33)
Ak zadefinujeme yi+ = e(b=0)zx potom dostaneme pre sirku kopca
Zy —z_ = ! log (y+> . (9.34)
b—a Y
Vyraz log (y+/y—) uz nezavisi od ¢, takze v leading order v e mame
! (9.35)
Zyp — 2z~ .
* b—a
co je ako sme videli e/|u— — u4|. ]

9.3 KdV rovnica

e trochu historie

1834 - J.S. Russell pozoroval v kanaly vlnu, ktora nemenila svoj profil niekolko kilometrov (na-
hanal ju na koni), potom v umelom kanaly taketo vlny studoval a zmeral zavislost rychlosti jej

siernia od anplitudy
predtym sa myslelo, ze povrchove vlny na hladine vedia byt len sinusovky

1894 - Korteweed a de Vries ukazali, ze vlny na plytkej vode (neskor ukazeme co to znamena
presne) sa riadia rovnicou
U + oty = Puges (9.36)

a ze rieseniami tejto rovnice su aj vlny v tvare ako ich pozoroval Russell

od 1950 sa ukazalo ze KdV rovnica ma sirku paletu velmi zaujimavych vlastnosti daleko za popis

sirenia vin na vodnej hladine

preskalovanim premennych x,t,u mozme nastavit koeficienty «, 5 lubovolne, najcastejsie a =

1,8 = —1 a teda rovnica
Ut + Uy + Uggpy = 0 (9.37)
o podobne sa da ukazat, ze ak u(z,t) je riesenie (9.36), potom aj
Mu(Ax, APt) (9.38)
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je riesenie (9.36), specialne pre A = —1. a rovnako
u(z — ct,t) + c/a (9.39)
je riesenie (9.36) pre lubovolne ¢ > 0

riesenie rovnice (9.37) budeme hladat v tvare postupnej viny f(x—ct) = f(z), cim rovnica prejde

na
_cf/ + ff/ + f/// — 0 (940)
co mozme preintegrovat na
1
—cf + 5f2 +f"=A (9.41)

a vyuzitim symetrie (9.39) mozme prest k A = 0. takuto rovnicu vynasobime f’ a opat prein-

tegrujeme, cim dostaneme

1 1 c

"2 3 2

— —fP——f*=F 9.42
SR - (9.42)
ako vidime, ide o rovnicu, ktora popisuje pohyb castice v istom potencialy. vo zvycajnom oznaceni

klasickej mechaniky by sme mali

1 1
5 (@) + g’ g:ﬁ —E (9.43)

a teda pohyb v potencialy V(x) = %xB’ — %xQ. derivovanim tejto rovnice podla casu dostaneme

Newtonovu pohybovu rovnicu. hladame riesenie, ktore popisuje vlnu, takze pre ¢ — 00 musime
dostat x — const. tu vyuzijeme fakt z klasickej mechaniky, ktory hovori ze pohyb do lokalneho
maxima potencialu s energiou presne rovnou energii tohto maxima trva nekonecne dlhy cas.
pohyb v suradnici x, ktory bude zodpovedat hladanej vine, sa teda zacina v lokalnom maxime
potencialu x = 0, pokracuje do prava, zastane a vrati sa spat. je zrejme ze tento pohyb ma

nulovu energiu E = 0. ostava uz len dopocitat presnycasovy priebeh

(tento argument odporucam dobre premysliet, tiez je uzitocne nakreslit cely fazovy portret pre

pohyb dany rovnicou (9.43))

zavedieme f = g2, pre ktoru plati rovnica

1 c
() + 59" — 59" =0 (9.44)

tu nam pomoze niekolko hypergoniometrickych identit

cosh? z — sinh? z =1 (9.45)
1

——— =1 — tanh? 9.46
cosh? x ani e ( )

d 1 1
————— =—2tanhz———— 9.47
dz cosh? = R cosh? x ( )

aby sme dostali riesenie
1

9(z) =a (9.48)

cosh(b(z — 2p))
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9.4

s podmienkou b = a?/12 = ¢/4. dostavame konecne riesenie

1

cosh? [{(m —ct — a:o)}

u(z,t) = 3¢ (9.49)

a teda postupna vlna. vidime teda, ze tendenciu zhlukovat sa a vytvarat raz v profile 1/ cosh? z
z clenu wu, (preco ma tento profil tentdenciu vytvarat raz?) v rovnici kompenzuje disperzia

sposobena clenom u,,, (o disperzii viac v nasledujucej casti)

sine-Gordon rovnica

solitovone riesenia dovoluju aj ine rovnice. z nich pre nas bude zaujimava sine-Gordonova rovnica
Ut — Ugpy + sinu =0 (950)

v ktorej bude mat stabilita solitonovych rieseni topologicke pozadie

nazov - ked extra clen napiseme v tvare m?3~!sin(fu), v limite maleho B dostaneme Klein-

Gordonovu rovnicu pre volne skalarne pole s hmotnostou m

opat budeme hladat riesenia v tvare postupnych vin f(z — ct) = f(z), z coho dostaneme
1
5(1 —A) () =—cosf+C4 (9.51)

z podobnych uvah ako pre KdV rovnicu dostaneme, ze solitonove riesenie existuje pre C1 =1 a

prepiseme tuto rovnicu do separovaneho tvaru

d 2d

K e e (9.52)
sin & 1—¢2
ktory zintegrujeme
2logtan L =+ — 2 (x— 2) (9.53)
ogtan = =+ ——(z — 2 )
g 4 T2 0
:l: Z*ZO

f =4arctane Vvi-¢? (9.54)

a teda schod, ktory sa pohybuje rychlostou c. dostavame riesenia pre sirenie oboma smermy.
ide o riesenia, ktore prechadzaju z nulovej hodnoty na hodnotu 27 a teda je to kvalitativne iny
soliton ako KdV soliton (9.49)

iny pristup k rieseniu by bol dokazat, ze rovnica ma relativisticku invariantnost, najst staticke

riesenie a potom toto riesenie boostovat do tvaru

(@) = fota (%) (9.55)

180



» mechanicka interpretacia - rovnica (9.50) popisuje system matematickych kyvadiel. tie su
upevnene na spolocnu vodorovnu priamku a kazde moze kmitat v rovine kolmej na tuto priamku.
okrem toho su susedne kyvadla spojene pruzinou (alebo torzne previazane). a rovnica plati v

priblizeni velmi husto ulozenych kyvadiel

rovnica ma potom evidentne staticke riesenie kde vsetky kyvadla visa bez kmitania a male

oscilacie okolo tejto rovnovaznej polohy

avsak ma aj dalsie riesenie, ktore zodpoveda pretoceniu polovice kyvadiel raz okolo osi otacania.

tak vznikne akasi vyvrtka, ktora sa moze pohybovat hore-dolu po retazi kyvadiel

a z toho je zrejme, ze budu existovat aj komplikovanejsie zatocene riesenia

e Bicklund transformation - iny pristup k rieseniu rovnice

najskor prejdeme k suradniciam & = x +¢,n = z — t v ktorych ma rovnica tvar
ugy = sinu (9.56)
majme riesenie ¢° tejto rovnice a zkonstruujme funkciu ¢*, pre ktoru plati
A4 g0
A oy [+ 0
¢y = 2Asin ( 5 ) + ¢¢ (9.57)
1 ¢t — ¢°
A - 0
=2— 9.58
6 =2y sin ( L (9.5%)
pre lubovolne \. priamociary vypocet dava

gbg‘n = \cos <¢)\ 5 ¢0> (gbg‘ + qbg) = cos (W) sin <d)/\;¢0> = sin qS’\ — sin QSO (9.59)

a teda aj ¢ splna rovnicu (9.50)

ak teraz zoberieme za ¢° trivialne riesenie ¢ = 0, integrovanim dvojice rovnic

¢) = 2Asin %w , ¢p = 2% sin %w (9.60)
dostaneme solitonove riesenie (9.55) s )
. 221 (9.61)
» naviac ak (ked) si uvedomime ze dve taketo transformacie komutuju, teda ze
¥ = M = M2 @) M2 gt (9.62)
da g2 = MM = 912 dostaneme
tan ¢124_ ¢ = ii i_ iz tan ¢’ ; ¢ (9.63)
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v ked vezmeme ¢; = ¢y = ¢ dostaneme tzv kink-kink riesenie (hrb-hrb)

inh
u(z,t) = 4arctan (C o (’ym)) (9.64)
cosh(vct)
kde v = 1/v/1 — ¢? je zvycajny relativisticky faktor.
ked vezmeme ¢; = —cg = ¢ dostaneme tzv kink-antikin riesenie (hbr-antihrb)
sinh(vyct) )
t) = 4arct _— .
u(z,t) arctan <ccosh(7x) (9.65)

 je dobre rozmysliet si ako tieto riesenia vyzeraju pre retiazku kyvadiel

« na rovnicu (9.50) sa da pozerat ako na pohybovu rovnicu klasickeho 141 rozmerneho pola. ta

potom plynie z (hustoty) lagranzianu

L= % (u? - ui) — (1 —cosu) (9.66)

ako Lagrange-Eulerova rovnica. prisluchajuci hamiltonian je potom

H = /dw (; (uf + ui) + (1 — cos u)> (9.67)

pre riesenia s konecnou energiou musime mat u, — 0 pre x — +00 a teda u — const. kedze aj

potencialna energia musi byt konecna, tato konstanta musi byt taka, aby
1—cosu=0 (9.68)

co da u(£o0,t) = 2mn4 kde sme explicitne zdoraznili ze prirodzene cislo n, ktore nuluje vyraz
1 — cos moze byt rozne na pravo a na lavo. vidime, ze solitonove riesenie (9.55) je specialnym

pripadom pre n_ = 0,n4 = 1, podobne dostavame zodpovedajuce ny pre kink-(anti)kink

e spojite deformacie pola nemozu zmenit pocet hrbov, nakolko na to by bolo treba nekonecne vela

energie. dostavame teda ze pocet hrbov

(00) — u(=00)

U
Q= o (9.69)
sa zachovava. toto mozme prepisat ako zakon zachovania
Qz/dmp, p:iux (9.70)
27
ked potom hladane zachovavajuci sa prud, dostaneme
. 1 ) 1
Jo = =Pt = "5 Uat = J= —5 Ut (9.71)
co nam da zachovavajuci sa prud
Ju = %ij&,u , 01J, =0 (9.72)

dostali sme zakon zachovania, ktory nijak nepouzil pohybovu rovnicu, iba topologiu problemu
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e trochu iny pohlad dostaneme ked si uvedomime ze zavedenim
o = e (9.73)
dostaneme pole, ktoreho hodnoty su na kruznici a teda zobrazenie
p:R— St (9.74)

s obmedzenim, ze obraz zobrazenia musi byt uzavreta slucka na S' prechadzajuca jednotkou
(spomenme si na cosu = 1). taketo zobrazenia sa daju klasifikovat poctom namotani realnej osi
na kruznicu, ktore je v tomto pripade rovne poctu hrbov Q. je zrejme, ze spojitymi zmenami

nevieme zmenit pocet tychto namotani tak ako nevieme zmenit pocet hrbov Q

o toto je aj klucom k stabilite riesenia (9.55), funkcia zodpovedajuca rieseniu bez hrbu (kopec) sa
neda spojitymi deformaciami zmenit na toto riesenie, resp. na jeho zmenu na riesenie bez hrbu

(kopec) by bolo treba nekonecne vela energie

9.5 Dispezia
9.5.1 Zakladna idea disperzie, fazova a grupova rychlost

o s efektom disperzie sme sa uz stretli, avsak zatial iba v zakuklenej podobe

na zaver si 0 nom povieme viac

e jednym slovom disperzia = rozne frekvenice sa siria rozne rychlo, co sa tym mysli?
vlnova rovnica v jednom rozmere
Ugt — gy = 0 (9.75)
jej riesenie sme nasli d’Alambertovim vzorcom. pozrieme sa na to ale inak

budeme hladat riesenie v tvare rovinnej viny

u(z,t) = Aellkr=wt) (9.76)
dosadenim do rovnice dostavame podmienku w? = ¢?k? a teda w = +ck a dostavame

u(x, t) = Aettl@=et) (9.77)

a teda sinusovka sa za cas dt posunie o vzdialenost ¢dt. o tolko sa posunie teda miesto s rovnakou
fazou kx — wt a rychlost tohto sirenia nazyvame fazovou rychlostou
w
V== +c (9.78)

prva rovnost bude platit aj pre vseobecnejsi pripad

o lubovolna linearna rovnica ma riesenie v tvare (9.76), avsak podmienka, ktoru dostaneme pre
w bude ina, hovorime jej disperzny vztah a piseme w = w(k), fazova rychlost je potom dana

vztahom faza = const alebo

d k
dt(kx—wt):Oék;t—w:Oév:w;) (9.79)
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v pripade rovnice s linearnym disperznym vztahom (vlnova, transportna) sme dostali riesenie v
tvare f(z—wvt) a teda zaciatocny profil sa nemeni, iba sa posuva. to suvisi s tym, ze vsetky rovinne

vlny sa siria rovnako rychlo. ak rozvinieme pociatocnu podmienku do furierovych komponent

f(z) = jﬁ / dkA(k)etr® (9.80)

kazda z tychto komponent si teraz zije svojim zivotom
. 1 A
Ak, t) = A(R)e“ B = y(p t) = —— / Ak A(k)eike—(k)) 9.81
(k1) = A(k) (.6) = = [ dkA(K) (9.81)

ak w(k) = vk a integral da ocivide u(z,t) = f(z — vt)

ak je w(k) komplikovanejsie, vysledok bude iny. na zaciatku lokalizovany balik sa bude rozma-

zavat. to preto, ze komponenty s roznym k v (9.80) pojdu rozne rychlo

nas bude zaujimat, ako rychlo sa budu sirit hrby v takto lokalizovanych balikoch. to bude po-
pisovat grupova rychlost V' a na jej odvodenie si ukazeme dva rozne sposoby (v troch roznych

baleniach)

— ideou prveho je interferencia - hrby budu vznikat tam, kde maju vsetky mody rovnaku fazu

a teda kde J J J
w w

pre w = vk dostaneme v = V a teda uz viac krat overeny fakt ze baliky sa nerozchadzaju

— nech A(k) je nenulova iba v malom okoli hodnoty kg, potom mozme pisat

w(k) =wo + U(k — ko) (9.83)
a teda
1 . . 4
u(z,t) = T / dk A(k)eF@=U g=ilwo=Uko)t — g3 _ [71)e~H(wo=Uko)t (9.84)
a teda hrb sa moduluje oscilujucim faktorom a posuva sa rychlostou U, ktora je presne
dw
V=— 9.85
dk | =k, ( )

tento vztah nam aj hovori, kde mame robit derivaciu aby sme vypocitali rychlost daneho

balika. v maxime rozdelenia A(k)

— treti posob je prezleceny prvy - napiseme
1 .
U(ﬂf7t) = \/7277( /dk A(k)eztw(k’x7t) (986)

kde
b(k,x,t) = k% — w(k) (9.87)

pre velke casi je exponenciala rychlo oscilujuci faktor, co znamena pre malu zmenu k sa

velmi zmeni a prispevky do integralu od k a k + dk sa navzajom vyrusia - iba ze by sa ¢

184



nemenilo, vtedy prispeva k aj k + dk s rovnakou fazou, dominantny prispevok do integralu
bude od tych oblasti, v ktorych

dip dw
20 = ¢ 9.88
ak T Tk (6.88)
co da opat ten isty vztah pre V
o priklad : w(k) = ck®, potom
v=ck® 1 V=ack ! =av (9.89)

9.5.2 Vlny vo vode a disperzny vztah z okrajovych podmienok

o ako nazov naznacuje, disperzia nemusi byt zakodovana v rovnici a moze byt dosledkom netri-

vialnych okrajovych podmienok

e studujme prudenie objemu vody dane polom rychlost ¥, ak nas zaujima nevyrive prudenie, z

V x 7 = 0 dostavame existenciu potencialu pre pole rychlosti

-

U= Vu (9.90)
z nestlacitelnosti kvapalini V - 7 = 0 dostaneme Laplaceovu rovnicu
Au=0 (9.91)

majme teraz situaciu, v dvoch rozmeroch, tiazove pole v zapornom y-ovom smere a rovnovaznu
vysku kvapaliny hg. nech je vlnenie kvapaliny dane vyskou h(z,t) v mieste z a case t. nasa
oblast je teda ohranicena 0 < y < h(z,t) a na hranici musime urcit okrajove podmienky. to
je postupne nulovost toku cez dno, volnost hadiny (atmosfericky tlak v bernouliho rovnici) a

trochu komplikovanejsi vztah ktory hovori ze hladina sa netrha (element na hladine zostane na

hladine)
uyl,—g =0 (9.92)
1. -
ug + =Vu-Vu+ gy =0 (9.93)
2 y=h(z.t)

posledna podmienka hovori, ze ak zadefinujeme f = h — y, tak na hladine bude konvektivna
derivacia tejto funkcie nulova. podmienku potom dostaneme priamo z definice konvektivnej de-

rivacie
a _
dt

a ¥ = Vu. prvu okrajovu podmienku splnaju riesenia v tvare

fo+ (0-V)f (9.95)

w(z,y,t) ~ cosh(ky)e Fr=wt) (9.96)
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druhe dve podmienky musime linearizovat h = hg + €, u = € co da po eliminovani h

uge + guyl,_p, =0 (9.97)

ked teraz do tejto rovnice dosadime riesenie (9.96), dostaneme disperzny vztah
w? = gk tanh(khg) (9.98)

v limite khg << 1 (dlhe vinove dlzky) dostaneme linearnu disperziu w = kv/ghg

v limite kh >> 1 (kratke vlnove dlzky) dostaneme disperziu w = v/gk

ked napiseme vtahy pre v, v, pre male vzdialenosti od hladiny a tie preintegurujeme pre x(t), y(¢)

zistime, ze body na hladine sa pohybuju po kruzniciach a teda hladina ma tvar cykloidy!!!
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Odporicana a doplnujica literatira

Ako ku kazdej téme, literattury je velmi vela. A ak uvazime aj roézne elektronické materidly predna-
Sajucich pocelom svete, je jej nekonec¢ne vela. Tu je niekolko knih a internetovych zdrojov, ktoré boli

priamo alebo nepriamo pouzité pri tvorbe tychto poznamok.
e V.J. Arsenin, ,Matematickd fyzika“, Alfa, 1977.
e V.I. Arnold, ,Lectures on Partial Differential Equations“, Springer, 2004.
« A.V. Bitsadze, ,Equations of Mathematical Physics“, MIR Publishers Moscow.

e [. Stavroulakis, S. Tersian, ,Partial Differential Equations - An Introduction with Mathematica
and MAPLE’, World Scientific.

e E. Miersemann, ,Partial Differential Equations®, elektronicky materidl Leipzig University.
e D. Trim, ,Applied Partial Differential Equations®, elektronicky material .
e V. Grigorian, ,Partial Differential Equations®, elektronicky material UCSB.

e M. Finan, ,A First Course of Partial Differential Equations in Physical Sciences and Engenee-

ring“, elektronicky materidl Arkansas Tech University.
K ako zbierky prikladov k cvieniam a/alebo samostatnej priprave okrem uz spomenutych poslizia

e A.V. Bitsadze, D.F. Kalinichenko, ,, A collection of Problems on the Equations of Mathematical
Physics“, MIR Publishers Moscow.

« W.H. Steeb, ,Problems in Theoretical Physics Volume II: Advanced Problems*, Wissenschafts-

verlag.

e N.N. Lebedev, I.P. Skalskaya, Y.S. Uflyand, ,,Worked Problems in Applied Mathematics“, Dover
Publications.

e [. Yanovsky, ,Partial Differential Equations: Graduate Level Problems and Solutions®, elektro-

nicky material.
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