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Zaver

Toto je postupne upravovana verzia, ktora sa ¢im dalej tym viac 1i8i od verzie vydanej v roku 2024.

Poznamky Martina Mojzisa z kvantovej teorie pola sa zacinaju zaverom. Osobne si myslim, Ze to
je vynikajici napad. Uvod do textu nie je to isté ako tivod do problematiky. Kapitola nazvana "Uvod”
by mala vznikat ako posledné, ked uZ je vSetko napisane, je jasné ¢o text obsahuje a ¢o nie, kde sa
zacina, kam sa dostane a kadial péjde. Ked uZ je jasné ¢o je jeho hlavné posolstvo a ¢o by si z neho
Citatelia mali odniest. Skuto¢ny tvod je vlastne zaverom. A tak aj tento text zacina slovami, ktorymi
by kl'udne mohol kon¢it.

Text sa rozsirené skriptd k prvému pokracovaniu predmetu "Zaklady fyziky”, ktory ma aj svoje
druhé pokracovanie a je rebrandovanou verziou starsiecho predmetu "Fyzika pre matematikov”. Ten sa
d4& ucit dvomi réznymi spoésobmi a to podla toho, na ktoré z dvoch podstatnych mien v tejto vete
Clovek dava vacsi doraz. V tomto texte je vacsi doraz dévany na fyziku a preto verim, Ze si z neho
mozu odniest osi aj Tudia, na ktorych sa to druhé az tak velmi nevztahuje. To sa ukazalo byt velmi

uzitocné, ked sa tento kurz dostal do ponuky $tudijného programu Ddtovd veda.

Co a prec¢o je vtomto texte? Viac menejiba mechanika, na zéver je kapitola o Specialnej relativite,
ale to je tiez Cosi ¢o sa da zabalit do tejto Skatule. Myslim si, Ze na tvod do fyziky to stac¢i. Naopak,
podla miia je lep&ie ist najskor do hibky, veci prejst poriadne a detailne. Pri tom sa tudenti a studentky
zozndmia s slovami, nastrojmi, postupmi, ideami a situdciami, ktoré sa objavuju vo fyzike beZne.
Napriek tomu sa nam podari popisat vcelku vela beZnych situacii z beZzného Zivota — alebo aspoi z
toho, ¢o teoreticky fyzik povazuje za bezny Zivot.

Priblizny plan semestra je: hmotné body, sily, potenciadlové sily, stistavy hmotnych bodov, pre-
viazané oscilatory, tuhé teleso, neinercialne vztazné sistavy, trenie a Specialna relativita. V prvych
Castiach predpokladame, Ze mame dobre definovanu sustavu, v ktorej sa na vSetko pozerame. AZ ne-
skor sa zamyslime nad tym, ako ta isté situdcia vyzerd z roéznych pohladov. Posledné dve kapitoly
st viac menej bonusové — s trenim suvisi vela kaZdodennych situécii a $pecidlna relativita je super
zaujimava. Druhy semester ide potom ovela viac do sirky. Ale o tom potom. Alebo po tom?

Materialu sa tu nachadza ovela viac ako sa realne d4 za jeden semester stihnut. Dovodov je niekolko.
Najpriamejsi je ten, ze tu je viac menej vSetko, ¢o som na predmete asponi niekedy ucil. Druhy je ten,
7e som si sem poukladal niektoré zaujimavé veci, ktoré sa tu proste hodia. A tie dva najdolezitejSie su:
déava Studentom a Studentkadm, ktori o to maji zaujem, priestor pri samostudiu sa naucit ¢osi naviac
a mojim kolegom, ktori mozno v budtcnosti buda podla tohto textu ucit, volnost upravit si material
podla svojho gusta bez toho, aby museli hladat niekde inde.

Okrem tohto v8etkého sa napriek nemalej snahe v texte uréite nachédza vela nepresnosti a chyb.
Ak si nejaku vSimnete, budem vdacny ak si to nenechate pre seba a date mi vediet — kontakt na mna
néajdete na stranke predmetu. Tam kdesi sa bude nachadzat aj updatovana verzia tychto skript, kde

budem tieto veci postupne odstranovat.

¢o treba vediet?



Technickid poznamka. Biely stvorec oznacuje koniec zadania prikladu, ¢ierny Stvorec koniec riese-
nia. Za bielym Stvorcom zvacsa nasleduje rieSenie, za ¢iernym Stvorcom nasleduje dal3i text. Priklady
v texte, ktoré maji rieSenie, sa bezne riesia pocas prednasky alebo na cviceni. Ak tento text Citate bez
toho, aby ste chodili na hodiny, asi je dobry napad vzdy pred prikladom, za ktorym nasleduje rieSenie
nepokracovat hned dalej, ale najskor si aspon kostru rieSenia skiisit prejst v hlave samostatne. Priklady
v hlavnom texte bez riesenia st zvicsa pre Studentov a Studentky na rozmyslenie. Priklady v casti za

hlavnym textom potom boli z ¢asti na domécu tlohu a z Casti slizia ako material na samostudium.

Pod’'akovanie. Vdaka patri vietkym studentom a Studentkam, ktori viac ¢i menej poctivo chodili na
prednasky, pocitali priklady na doméacich tlohéch a r6znymi spoésobmi reagovali na to, ¢o sa na predmete
za tych jedenéast rokov postupne udialo. Aj oni znacne pomohli dostat tento material do tejto podoby.
épeciélne a menovite by som chcel podakovat Janovi Gasperovi, ktor{ svojimi komentarmi k finalnejsim
verziam tohto textu prispel k jeho zéverecnej forme a natexoval niektoré z obrazkov. Dakujem Samovi

Kovéacikovi, ktori mal vela dobrych pripomienok k findlnej verzii tohto textu.
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1 Uvod

1.1 Co je to fyzika?

V prirode maja veci svoj poriadok. Deje nie sit ndhodné a maji svoje pravidla. Toto samo o sebe
je veelku fascinujace, kedze to tak vobec nemuselo byt. Pre existenciu zivota ako takého je to uplne
klacové a vSetko Zivé sa tomuto poriadku prisposobilo. Dokonca je mozné, Ze si ho do istej miery
aj uvedomuje. Toto v8etko mé dosledky presahujtce prirodné vedy, avSsak my zostaneme pri tom, Ze
¢lovek sa rozhodol pravidl4, podla ktorych priroda funguje, skimat a pochopit. Co nam potom déva
néstroj na ich vyuzivanie, od varenia piva po lety do vesmiru.

Zakladna idea fyziky je v predpovedani budidcnosti. Zaujima nés, ¢o sa bude diat so systémom,
ktory popisujeme. MoZe to byt zvazok klucov padajici na zem, vzduch obtekajtci auto na dialnici,
Zem na obeznej drahe okolo Slnka, dva protony, ktoré letia oproti sebe pod zemou vo Francuzsku,
alebo cokolvek iné.

Najdélezitejsim jazykom na popis fyzikalnych systémov sa ukézala byt matematika. Vo v8eobecnosti
sa to deje asi takto. Mame systém a mnozinu M vSetkych stavov, v ktorych sa tento systém méze na-
chadzat. Systém sa nachadza v jednom konkrétnom z tychto stavov, Xog € M. Pravidla v prirode potom
povedia, v ktorom z moznych stavov sa systém nachadza po nejakom case t. Toto je dané zobrazenim,

ktorému hovorime pohybové rovnice (po anglicky equations of motion, odtial skratka EOM)E
EOM : M - M, Xo— X(1) . (1.1)

KedZze ¢as plynie spojito, pohybové rovnice na mnozine M kreslia ¢iary dané ¢asovym vyvojom. To, Ze
v prirode existuji pravidla a ¢asovy vyvoj je jednoznacny, znamené, Ze tieto Ciary sa nikde nepretinaji.
Ze stav v danom Case jednoznac¢ne urcuje, ako budua stavy systému vyzerat neskoér. Ak sa nam cCiary
pretinaju, znamena to, ze sme mnozinu M alebo pohybové rovnice identifikovali nespravne.

Je na mieste otazka, ¢i parameter, ktory urCuje zmenu stavu, musi byt préve ¢as t. Vratime sa k
nej v kapitole [6] o $peciélnej relativite.

Systém charakterizuju fyzikdlne veliciny, ktoré si funkciami stavu, v ktorom sa systém nachéadza.

Veli¢ina je potom po matematickej stranke
A:M—-R. (1.2)

Casovy vyvoj veli¢iny je dany ¢asovym vyvojom stavu A(t) = A[X (t)]. Stretneme sa s veli¢inami ako
poloha, rychlost, energia, hybnost a podobne.

Speciﬁkécia konkrétneho elementu z M sa deje vymenovanim hodnét niektorych specidlnych veli¢in
a;, ktoré stav tplne charakterizuju. Po¢tu tychto veli¢in sa hovori pocet stupriov volnosti systému.

Pohybové rovnice st potom po technickej stranke pravidla pre ¢asovy vyvoj tychto veli¢in

EOM : M — M, a;o+— ai(t) Vi. (1.3)

IToto treba &itat nasledovne: Pohybové rovnice st zobrazenim z mnoziny M do mnoziny M, takym, Ze stav Xo sa

zobrazi do stavu, ktory bude mat systém v case t.



To znamené, Ze pociatoéna hodnota i-tej veli¢iny a; ¢ sa po ¢ase ¢t zmeni na hodnotu a;(t). Tieto rovnice
st zvacsa diferencialne, hovoria, ako sa stav systému zmeni za velmi kratky ¢as a zmena za dlhy cas
je potom iterovanie tejto kratkodobej zmeny.

Ako priklad uvedme jeden hmotny bod v jednom rozmere. Neskor uvidime, Ze to, ¢o nasleduje, je
vlastne definicia hmotného bodu. Stav hmotného bodu s danou hmotnostou je charakterizovany jednym
realnym ¢islom, ktoré urcuje jeho polohu a; = x, a jednym realnym ¢islom ao = p, ktoré uréuje jeho
rychlost, resp. hybnost. VSetky ostatné fyzikalne veli¢iny stt potom funkciami tychto dvoch parametrov
A[X] = A(z, p). Ze stadia tieto a prave tieto dva parametre, je désledkom pravidiel, podla ktorych
funguje svet. Mnozina M je teda rovina R? a asovy vyvoj vyzera ako &iary v tejto rovine.

Fyzika je teda chodenie po svete a hfadanie mnoZiny stavov M, danej mnoZinou fyzikalnych veli¢in
a;, ktoré zodpoveda systému, ktory chcem popisovat.

Je dolezité si uvedomit, ze pre dany systém mnozina M vyzerd vzdy rovnako. Pohybové rovnice,
ktoré popisuja zmenu stavov, uz univerzalne nie sit a v roznych podmienkach st rézne. Napriklad
hmotny bod moze byt volny, mdze sa nachadzat v gravitatnom poli, na pruzine atd.

Fyzika je teda predpovedanie budiicnosti. Zistuje, ako bude systém vyzerat v budicom Case z in-
formécie, ako vyzera teraz. Tieto dve vety st super dolezité a odporucam ich precitat eSte raz.

Na zéver uvodu jedna trochu filozoficka ivaha. O fyzike piSeme ako o objavovani prirodnych zéko-
nov. Co to ale st prirodné zakony? Na podobné otazky odpoveda filozofia vedy a dobre si rozmysliet
tieto odpovede je velmi doélezité. A su T'udia, ktorych to velmi bavi. Ja ako autor tohto textu medzi
nich velmi nepatrim a viac ma bavi pozerat sa na dosledky prirodnych zakonov, ked to uz ale berieme
poriadne od podlahy, oplati sa tomu aspon par slov venovat.

Vo svete st veci a s nimi sa deja veci. Filozofia at its best! Prirodné zékony st potom najlepsi
moZny sposob, ako tieto veci a tieto deje popisat ¢o najmensim poctom slov. Ak vés to zaujima, urcite
sa rychlo dogooglite k ¢omusi hlbgiemu. Tu si ukdZzme len jeden priklad: Volny pad, o ktorom budeme
eSte viackrat rozpravat. Situacia je takidto: mame teleso na Mesiaci a pytame sa, za aky ¢as dopadne na
zem, ked ho pustime z nejakej danej vysky. V principe by sme mohli mat velku trojrozmernu tabulku,
kde by boli pre vSetky mozné telesa — pierko, zlté kladivo, modré kladivo, ... — a pre vSetky mozné vysky
vypisané ¢asy, za ktoré sa to stane. Aj to by bol popis tohto deja. Ukazuje sa, Ze sa to ale da spravit
lepsie. Napriklad tabulka vobec nemusi byt taka velka, lebo Zzlté a modré kladivo padna za rovnaky
¢as. Tabulka dokonca vobec nemusi byt trojrozmerné, lebo za rovnaky ¢as padna vietky telesa. A ked
sa na tabulku pozrieme eSte lepSie, v8&imneme si, Ze nam stac¢i jediny vzorec, z ktorého rovnako pre
Tubovolni vygku ¢as dopoc¢itame. Obrovska tabulku sme teda stlacili do jedného vzorca. A ukazZe sa,
7e vela podobnych vzorcov — nielen pre padanie veci na roéznych planétach a v réznych prostrediach,
ale aj pre iné deje — sa d4 zabalit do jednej rovnice.

Ale o tom neskor. Stacilo filozofovania, podme na fyziku.

Priklad 1.1. Aké problémy by vznikali, keby sme jedno teleso v jednom rozmere nespravne identifi-

kovali mnozinu stavov ako dani iba polohou z? O

Priklad 1.2. Ako vyzerd mnoZina moZnych stavov pre hmotny bod fixovany na kruZnicu? Ako to

vyzera pre hmotny bod vo dvoch rozmeroch? Pre dva hmotné body v troch rozmeroch? O



1.2 Odhadovacky

Skor, ako sa pustime do "ozajstnej” fyziky, pozrime sa na jeden velmi Standardny druh tloh. Niekedy

sa im hovor{ Fermiho tlohy alebo jednoducho tlohy na odhadovanie.
Priklad 1.3. Kolko je v Bratislave kaderni¢ok a kadernikov? 0

RieSenie. Presni odpoved netuSime, moZno ju vedia na dahovom urade, ale aj o tom mam svoje
pochybnosti. Podme ale ¢osi skisit vymysliet.

Prvy sposob, ako to odhadnut, moze byt napriklad skrz mnoZstvo prace, ktora sa da z Iudi v
Bratislave vytazit. V Bratislave Zije cca 600-tisic I'udi, polovica si Zeny, kazda v priemere trikrat za

rok zajde ku kadernicke, kadernicka pracuje 250 dni v roku a za den by mala ostrihat cca 8 Tudi
(600 000/2) x (3 /250 /8) = 450 (1.4)

MozZno sme trochu podcenili pocet navstev, ale zas vObec sme neratali muzov. Ak by sme povedali, Ze
priemerny ¢lovek ide do kadernictva jedenapolkrat za rok, asi nie sme daleko od pravdy.

V Bratislave by malo byt niekolko stoviek kaderni¢ok a kadernikov. Presnejsie ¢islo povedat ne-
vieme, ale mézeme si byt celkom isti, Ze ich nie je 50 a uréite tiez nie 5000. D4 sa tento odhad nejako
overit?

Skusime odhadnit nejako inak. Napriklad cez finan¢éné toky. Procedura u kaderni¢ky stoji v prie-
mere 30 EUR, tri §tvrtiny zobertu prevadzkové naklady, dane a podobne a kaderni¢ka by mala zarobit

okolo 12 000 EUR roc¢ne

1
(600 000 / 2) x 3 x 30 X <4 /12 000) = 562.5 (1.5)

Zd4 sa, Ze to celkom sedi. TieZ sa zd4, Ze kadernic¢ka za rok obsliiZi o ¢osi menej I'udi, ako sme odhadli
v prvom vypocte, pripadne sme ¢osi zle odhadli teraz. Dostavame sa teda k ¢islu priblizne 500.
Vieme to vymysliet eSte nejako? Tito Tudia musia niekde studovat, kolko je na Slovensku ucilist
s takymto zameranim? A podobne. Je s ¢im tento vysledok porovnat? Jeden katalég na internete
obsahoval kedysi pre Bratislavu 83 kadernictiev. To znamena, Ze tieto isla zneji uveritelne. A ozaj by

sme v Bratislave o¢akéavali niekol'ko stoviek takychto I'udi. |

Preco sa kurz o fyzike zacéina takouto otazkou? Fyzika popisuje svet okolo nés. A teda cosi, s
¢im méame aku-taka sktsenost. Vysledky fyzikalnych tvah, & st to zelené ramiky na tabuli, vysledky
domacich tloh alebo odpovede na skuto¢né vyskumné otazky, sa vzdy daju zasadit do sveta okolo nés.
A je fajn mat cit pre to, ¢i toto zasadenie dava aspoil trochu zmysel. V pripade domécich tloh nam
to moze uSetrit body, v pripade skuto¢nych research problémov ndm na rozmyslenie si, ¢ sme niekde
nespravili chybu, ¢asto ni¢ iné neostéava.

V angli¢tine sa ¢omusi podobnému hovor{ "numeracy”, neviem o tom, Ze by po slovensky existoval
podobny vyraz. Asi najlepsie ¢iselna gramotnost. Ak méate ambiciu fyzike ozaj rozumiet, mali by ste
taktuto schopnost mat, alebo asponi na nej pracovat. Zopar prikladov na precvi¢enie nasleduje, ale staci

mat oc¢i otvorené a isto ich najdete ovela, ovela viac.



Dalsie alohy
Priklad 1.4. Kolko loptic¢iek sa vmesti do squashového kurtu? O

Navod. Neviete, aky velky je kurt alebo aka velka je lopticka? Nevadi, sktste odhadnut. Rozmyglajte

pri tom, aka asi chybu robite a aky presny je tym padom vas vysledok. |
Priklad 1.5. Aka dlha ¢iara sa da nakreslit s jednou obyc¢ajnou ceruzkou? O
Priklad 1.6. Keby sa vSetci I'udia postavili vedla seba, aka velka plochu by zaberali? O

Priklad 1.7. Ak velka sumu si musia organizatori vypytat od kazdého z ucastnikov vianoc¢ného

posedenia Katedry teoretickej fyziky? O
Priklad 1.8. Kolko pehazi sa vmesti do jedného obrneného auta? O

Priklad 1.9. Kol'ko vodi¢ov a vodiciek zamestnava Kosicka MHD? Kolko stoji osvetlenie v Banskej

Bystrici? Aku ¢ast rozpoc¢tu mesta to tvori? O
Priklad 1.10. Kolko vlasov narastie ¢loveku za jeden deni? Za cely Zivot? O
Priklad 1.11. Kolkokrat je gravitacia na Mesiaci slabsia ako gravitacia na povrchu Zeme? O
Priklad 1.12. Aka velka je hustota vzduchu? O

Priklad 1.13. Zoberieme si dva pollitrové pohare kofoly, rozok a tresku a vydame sa na taru. Za-
stavime sa pri horskej bystrinke a jeden z pohérov kofoly do nej vlejeme. Pockame dostatocne dlho,
aby sa vSetka voda na planéte dostatoCne premiesala a toto Cakanie si skratime vydatnym obedom z
rozka, tresky a druhého pohara kofoly. Ked teraz naberieme vodu z potoka do pohara, kolko atémov

z povodnej kofoly sa v fiom bude nachédzat? O

Navod. Jeden mol latky je definovany ako zoskupenie, ktoré obsahuje pocet Castic rovny ¢&iselnej
hodnote Avogadrovej konstanty N4. Jej hodnota, rovnako ako aj molové hmotnosti prvkov periodickej
tabulky, sa da Tahko najst v literattre. Potom uZ len stac¢i vediet, Ze voda = dvakrat vodik + jedenkrat
kyslik. |

1.3 Jednotky a rozmery

Fyzikalne veli¢iny maji rozmery! V tejto zdanlivo nevinnej vete sa ukryva velmi vela informacie.
Prekvapujico vela a bola by Skoda nezamysliet sa nad tym skor, ako sa pustime do ,naozajstnej*

fyziky.

1.3.1 Jednotky

V prvom rade tato veta hovori, Ze musi existovat nieco, ¢o tento rozmer charakterizuje. Hovorime tomu
jednotky a hovorime, Ze fyzikalne veli¢iny v jednotkach meriame. Isto si pamétate, Ze jednotiek je vela
a nazov vacsiny z nich bol napisany pod obrazkom bradatého uja pri fyzikdlnom kabinete. Zaujimavé

je, ze jednotiek vobec nepotrebujeme tak vela a pre velki vacsinu nagho kurzu nam buda stacit tri:



e jednotka Casu,
e jednotka dlzky,
e jednotka hmotnosti.

Preco prave tieto tri? Tieto tri veli¢iny s ,najprirodzenejsie”, najjednoduchsie vnimatelné clove-
kom. No a ukazuje sa, Ze pri vybere takejto trojice su veci najjednoduchsie. Mohli sme vybrat napriklad
energiu, silu a vykon ako tri nezavislé veli¢iny, to by ale vzhladom na ich neintuitivnost nedavalo velky
zmysel.

Obréatenim predchadzajtcej logiky sa da povedat, ze mechanika ako ¢ast fyziky je vlastne obsiahnuté
v tychto jednotkach. To, na ¢o stadia jednotky ¢asu, dlzky a hmotnosti, si mechanické problémy.

Umyselne sme zatial Ziadne konkrétne jednotky nepisali. Ako isto viete, ststav jednotiek je vela
a okrem naSej Standardnej — SI — sa v niektorych menej rozvinutych krajinach pouzivaja aj iné. To,
Ze jednotky moZeme zvolit prakticky Tubovolne, bude mat este dalekosiahle dosledky. Podme sa ale

predtym pozriet na tie naSe jednotky, ktoré nam tiez dokézu ¢o-to prezradit.

e Jednotkou €asu je sekunda. Ako kazda jednotka, aj sekunda mé svoju velmi presni, velmi
technickd a velmi nezrozumitelna definiciu, ktortt nas na strednej $kole skugali. V nej sa vSak
podstata toho vSetkého velmi straca, a preto sa na sekundu pozrime z trochu iného uhla.ﬂ Svet
okolo néas sa periodicky meni a ¢asova os je velmi prirodzene rozdelena na opakujtce sa tuseky.
Pravidelne sa strieda svetlo a tma, pravidelne sa meni a opakuje charakter pocasia. Tieto procesy
su tzko spojené s pohybom Zeme okolo svojej osi a jej pohybom okolo Slnka a v8etko Zivé na tejto
planéte sa tymto zmenam chtiac-nechtiac muselo prisposobit. Ludia takto dostali do vienka velmi
prirodzené ¢asové jednotky rok, mesiac a defi. Den je trochu pridlhy na kazdodenné pouZitie, a tak
sme den rozdelili na hodiny, mintty, sekundy... a tu sme zastali. Den sme drobili trochu obsktrnym
sposobom, tak, ze sme skoncili pri intervale, ktory je takmer zhodny s ¢asom jedného tderu srdca
zdravého ¢loveka. A aj naSe ostatné fyziologické procesy a najbeZnejSie a najjednoduchsie ¢innosti
trvaji len niekol'ko mélo ndsobkov tohto ¢asového tseku. Sekunda v sebe fascinujucim spdsobom

spaja astronémiu a pohyb Zeme okolo Slnka s bioldgiou (nielen) ¢loveka.

e Jednotkou vzdialenosti je meter. Aj ten je nejako definovany a aj tato definicia toho vela
neobjasni. Na rozdiel od ¢asu vSak priestor okolo nas nie je nijak prirodzene pravidelne rozde-
leny. Okolo Zeme sa sice d& obist dookola, ale tato perioda je privelka na akékolvek praktické
pouéitie.ﬁ A tak sme odkazani na akési menej prirodzené definovanie jednotky vzdialenosti. To
je aj dovod, preco je tato jednotka definovana v réznych stustavach rézne, na rozdiel od sekundy.
Vsetky definicie maji vSak ¢osi spolo¢né. Ludské rozmery st v nich malé ¢isla. Niektoré st do-
konca definované ako dlzky casti tela. Je zaujimavé, Ze vicsina zvierat je schopnéa pohybovat sa

rychlostou, ktora je niekolko tychto jednotiek za sekundu.

2V duchu knizky Jeden vydych kona od Martina Mojzisa.
3Napriek tomu bol meter prvykrat definovany prave ako 1 /10000000 vzdialenosti od severného pélu k rovniku,

meranej pozdlZ parizskeho poludnika. Ale to bolo davno a dnes je meter definovany inak.


https://www.martinus.sk/?uItem=275432

e Jednotkou hmotnosti je kilogram. Veci v prirode sa menia a definovat jednotku hmotnosti tak,
aby bola v8ade rovnaka, sa prakticky neda. Vyriesilo sa to tak, Ze ked uz mame zadefinovanu
vzdialenost, méZzeme zadefinovat jednotku hmotnosti ako hmotnost daného objemu nie¢oho, ¢o
sa vyskytuje celkom hojne. To, Ze hustota vody je okrihle ¢&islo, teda nie je ndhodou. Podobne
ako pre vzdialenosti a na rozdiel od ¢asu, bez prirodzenosti vzniklo niekol'ko roznych definicii
jednotky hmotnosti. VSetky maji spolo¢né to, Ze predmety, s ktorymi sa beZne stretavame,

maji hmotnosti niekol'ko mélo jednotiek. V&imnite si, Ze Tudia st zvacsa o dost tazsi.

Na takejto volbe jednotiek je zaujimava este jedna vec, ktora v sebe odhaluje trochu psycholégie
a vnimania sveta. Clovek vie svo jimi zmyslami a schopnostami vnimat ¢asy, ktoré st v sekundéch od asi
1072 5 po 107 s [ vzdialenosti medzi 10~* m a 10* m a hmotnosti medzi 1073 kg a 10° kg. Vsimnite si, 7e
jednotky vzdialenosti a hmotnosti st vybraté v (logaritmickom) strede tohto intervalu, ale jednotka ¢asu
je velmi nesymetricky v jeho zaciatku. A toto plati bez ohladu na to, o akom systéme sa rozpravame.

Jednotky, ktoré pouzivame, st teda Sité na mieru kazdodennym situdcidm, s ktorymi sa stretdvame.
To, ako sme vybrali jednotky, hovori vela o nas a o naSom svete.

Kazda fyzikalna situacia ma svoje ,prirodzené“ jednotky. Sekunda, meter a kilogram si prirodzené
jednotky pre Tudi. Stromy by pravdepodobne zvolili iné jednotky, pretoze funguji na inych ¢asovych
a priestorovych ékélaehﬂ Podobne c¢astice, ktoré lietaju vysokou rychlostou, zazivaju tplne iné veci
na uplne inych 8kalach a jednotky pre popis ich sveta st opéat iné. Ukazuje sa, Ze nas svet ako taky
ma tiez svoje prirodzené jednotky. Popisuju ho tri fundamentélne teodrie: Specidlna relativita, kvantova
mechanika a teoéria gravitdcie. D4 sa nahliadnut, na akych skalach si v8etky tieto tri teérie relevantné
sucasne. Tieto 8kdly st potom prirodzenymi jednotkami nésho sveta, lebo v nich sa prejavuje vo
svojej plnej krase. Pozri priklad [I.26] A asi neprekvapuje, Ze v tychto jednotkich si hodnoty nasich
kazdodennych veli¢in neskutoc¢ne velké alebo neskuto¢ne malé.

Dve kratke poznamky na zaver tejto Casti. Zakladnych jednotiek je spolu sedem a tie d'alSie s
dolezité v situaciach, ktoré na svoj opis nevystacia s mechanikou. Hodnoty vSetkych jednotiek st dnes

uz definované tak, ze sa ustanovi konkrétna hodnota niektorej zo zakladnych fyzikalnych konstant.

1.3.2 Fyzikalne veliCiny

To, Ze jednotky moéZeme vybrat prakticky Tubovolne, zas hovori vela o samotnej fyzike. Skutoéné,
fyzikalne objektivne tvrdenia nemozu od vyberu tychto jednotiek zavisiet. To, Ze je jeden objekt tazsi
ako druhy, nezalezi od toho, ¢i jeho hmotnost meriame v kilogramoch alebo librach. Od nie¢oho, ¢o
mé ambiciu byt fyzikalnou veli¢inou, pozadujeme, aby toto tvrdenie platilo este prisnejsie — aby pomer
hodnét nezavisel od volby jednotiek.

Vol'ba jednotiek meni numerickta hodnotu veli¢in, napriklad rychlosti svetla. V nasich kazdodennych
jednotkach je jej velkost 299 792 458 m/s. Toto &islo vyzera ozrutne. AvSak ked ju vyjadrime v

megaparsekoch za nanosekundu, uz bude o Cosi skromnejsie. To znamené, Ze hovorit o tom, ¢ je

4Je zaujimavé, 7e usami dokaZeme rozlisovat ¢asy radovo mensie ako o¢ami. Aj za tym je samozrejme nejaka fyzika.
SVsimnite si, Ze pri cestovani v horizontalnom smere rozpravame zvicsa v kilometroch, ale vo vertikilnom smere

zvadsa iba v metroch. Aj za tym je samozrejme nejaka fyzika.



rychlost svetla velkd alebo mald, neméa skuto¢ny vyznam a mozeme hovorit iba o tom, ¢ je velka
alebo mal& v porovnani s nie¢im. Ak veli¢ina rozmer ma, musime ju s nie¢im, ¢o ma rovnaky rozmer,
porovnat a aZ potom moéZeme hovorit o velkosti/malosti. Velké alebo malé modzu byt iba hodnoty,

ktoré nemaji rozmer. Na to si treba davat pozor vzdy, ked budeme robit nejaké aproximacie.

1.3.3 Rozmerova analyza

Rozmerova analyza je metoda na rieSenie problémov zalozené na fakte, Ze veli¢iny maju rozmery. V
prvom rade sa pozerame na parametre, ktoré do problému mozu vstupovat. Prirodzene predpokla-
dame, Ze odpovede nemodzu zavisiet od irelevantnych parametrov. A rovnako prirodzene ocakavame, ze
odpovede maju spravny rozmer. Odpoved na otézku, kolko vazim, nemoze byt pol druhej a nemdze
mat na to vplyv hruby doméci produkt Ciny.

Majme problém, ktory je charakterizovany nejakou sadou rozmernych parametrov x;. Nech uz je

rieSenim problému cokol'vek, odpoved musi byt v tvare
Cal'ab? ..., (1.6)

kde C je nejaké bezrozmerné &islo a kde mocniny p; st zvolené tak, aby mal vysledok spravny rozmer.
Takyto jednoduchy tvar vyzadujeme preto, Ze zlozitejsia funkcia parametrov mé v Taylorovom rozvoji
rozne mocniny f(y) = > a,y" a ako si pamitame z materskej gkolky, jablcka s hrustickami a metre
Stvorcové s metrami kubickymi miesat neradnoﬁ Toto pravidlo vSak prestava platit v pripade, ked sa

z parametrov x; da zlozit kombinécia £, ktord neméa rozmer. Vtedy moéze mat vysledok tvar
CePatal? .. (1.7)

a to pre lubovolné p. A teda, opit na zaklade Taylorovho rozvoja, konstanta pred kombinéciou x;
spravneho rozmeru moze byt prenasobena Iubovolnou funkciou bezrozmerného parametra, a ak ich je
viac, bezrozmernych parametrovﬂ

Tu je aj velmi dobre vidiet sily a slabiny rozmerovej analyzy. Ak nie je parametrov z; vela a neda
sa z nich vyrobit vela bezrozmernych kombinacii, rozmerova analyza ndm bude vediet ¢osi povedat.
Sila je evidentna. Ak som schopny identifikovat relevantné parametre a ich rozmery, bez akejkol'vek
znalosti fyziky, ktora problém riadi, viem ¢osi o spravani sa systému a vysledkoch povedat. A ukazuje

sa, ze svet je pekny a bezrozmerné konstanty st zvacsa rddovo 1.

Priklad 1.14. Aky je objem gule s polomerom R? O

SPrirodzena otézka je, prefo by sme nemohli maft osi rozmeru e™ a podobne. V takom pripade by boli koeficienty
an rozmerné &isla tak, aby celok mal rozumny rozmer f(m). Jednotka e™ by ale znamenala jednotku 14 m +m?/2. ..,
kde u &isla st bezrozmerné a tu ozaj miesame hrusticky s jablékami. V principe by sme sa mohli pokisit zadefinovat
s¢itanie vzdialenosti a objemu, ale tu by sme narazili na spominany problém nezévislosti fyzikalnych tvrdeni od vyberu
jednotiek. Ako by ste porovnavali hodnoty tychto veli¢in? Co by sa s tym porovnanim stalo, keby ste vzdialenosti

vyjadrovali namiesto metrov v kilometroch?
"Toto formalizuje €osi, ¢omu sa hovori Buckingham m-theorem.



RieSenie. Tento priklad je trochu trivialny, ale oplati sa nad nim zamysliet. Relevantny parameter je

len jeden, a to R. Hladame objem, veli¢inu rozmeru m?, a to znamena, Ze vysledok musi byt v tvare
V =CR? (1.8)
pre nejaké nezname C. |

Zd4 sa, ze sme si velmi nepomohli, ale to nie je pravda. V prvom rade sme nasu nevedomost vtesnali
do jediného ¢&isla, ktoré si pre jednu konkrétnu gulu moézeme namerat a potom uz budeme vediet objem

ktorejkol' vek gule.ﬂ A st situécie, ked nepotrebujeme vediet ani to.
Priklad 1.15. Aky je pomer objemov guli s polomerom R; a Ro?
RieSenie. Uz vieme, Ze objem gule ma tvar V = CR3, a preto je tento pomer (R1/Rs)3. |

Predtym, ako sa pustime do dalsieho prikladu, si zavedme trochu standardného oznacenia. Rozmer
veli¢iny budeme oznacovat hranatymi zatvorkami a jednotky ¢asu, vzdialenosti a hmotnosti budeme
oznacovat T, L, M, t. j. [t] = T, [v] = LT~!. Toto oznacenie moze byt trochu miitice... zivot je kruty.
Podl'a tohto oznacenia maju bezrozmerné veliiny, ako napriklad podiely dvoch veli¢in s rovnakym

rozmerom alebo veci ako uhly, rozmer 1.

Poznamka o rozmeroch réznych veli¢in a konstant. V nasledujtcej tlohe celkom bez rozmys-
Tania napiSeme [g] = LT 2. Tento kurz je ale uréeny l'udom z nefyzikilnych odborov a tato vedomost
nemusi byt az taka trividlna. Pridavame teda niekolko riadkov o rozmeroch zékladnych fyzikalnych
veli¢in a ako sa v nich trochu vyznat.

Jednotky zakladnych veli¢in mame priamo. Na ostatné uz ¢osi potrebujeme. Tu je dobré pamétat
si nejaké vztahy. Napriklad Ze rychlost je vzdialenost delena ¢asom a teda [v] = LT~!. Zrychlenie
je rychlost delena Gasom, a teda [a] = LT~'T~! = LT~2. Podobne sa d4 spomentt vyraz pre silu
F = ma, niektory z mnoZstva vyrazov pre energiu mv?/2, mgh, F's a podobne.

MbZeme sa na to ale pozriet aj opacne. V rozmere jednotky je o nej ukryta (takmer) vsetka infor-

maécia a je nim vlastne definovana.

Priklad 1.16. Za aky cCas spadne teleso hmotnosti m z vySky H v homogénnom gravitatnom poli

charakterizovanom gravitaénym zrychlenim ¢? Akou rychlostou dopadne? O

Riegenie. Rozmery veli¢in st [H] = L,[g] = LT~2,[m] = M, pytame sa na ¢as [T] = T a rychlost

[v] = LT~'. Hmotnost teda vo vysledkoch vystupovat nebude. Stucin H*g” ma rozmer
[H*gP] = LotPT=28 (1.9)

Bezrozmerna veli¢ina teda neexistuje, pre veli¢inu rozmeru ¢as dostavame ar = 1/2, 8 = —1/2 a pre

veli¢inu rozmeru rychlost ay = By = 1/2 a teda

T:C,/ZI, V=K\/Hyg, (1.10)

8Prvé ozaj skutotné stretnutie s fyzikou.




kde C' a K st nejaké konstanty, ktoré nezavisia od vyberu jednotiek. Ak by sme ich ozaj chceli vediet,

mozeme napriklad zobrat jedno konkrétne teleso a odmerat pre dané H a g Cas a rychlost dopadu. W

Priklad 1.17. Teleso kona rovnomerny pohyb po kruznici. Aké st relevantné parametre tohto pohybu?

AKkéa velka sila na teleso pésobi? O

Vysledok. Pre hmotnost telesa m, polomer kruznice R a rychlost obiehania v dostdvame silu

mv2

F=
CR

(1.11)

Priklad 1.18. Matematické kyvadlo je gulicka hmotnosti m zavesena v tiaZovom poli g na Spagate
dlzky 1. Ked ho vychylime o uhol 6y, bude kmitaf s periédou T'. V akom pomere st periédy toho istého

zévazia, vychyleného o ten isty uhol na Spagatoch roznej dlzky? O
Riesenie. Parametre nasho problému sa m, g,1l, 0y a
[m]=M, [I|]=L, [g]=LT7% [6]=1. (1.12)
Pre ich vieobecni kombinaciu m®1?g? plati
[m®1P g = MOLPHIT=27 | (1.13)

V prvom rade vidime, Ze poziadavka bezrozmernosti [malﬁ ¢7] = 1 mé iba trividlne rieSenie a jedinym
bezrozmernym parametrom je pociato¢na vychylka. V druhom rade, ak chceme dostat veli¢inu rozmeru

¢asu, pozadujeme [m®1%¢?] = T a dostavame

T = f(oo)\/z (1.15)

Neznamu ¢&iselni konstantu sme zabalili do neznamej funkcie f(6p). Pre odpoved na otazku zo

A teda vztah pre periddu musi mat tvar

zadania nie je ni¢ Tahsie ako spravit pomer T'(l1)/T(l2), ktory je uz plne dany parametrami a nie je v

fnom ni¢ nezname. [ |

Skuste zobrat dve rovnaké lopticky alebo Cosi iné gulaté a zaviaZte ich na dva $pagaty, ktoré maju
dlzky v pomere 1 : 4. Zaveste ich tak, aby sa vam na ne dobre pozeralo a vychyl'te ich o rovnaky uhol.
Ked ich pustite, mali by ste celkom jasne vidiet, Ze kym lopticka na dlhom zévese spravi jeden kmit,

ta druha spravi dva.



Dalsie alohy

Priklad 1.19. Vo fyzike sa Casto stretavame s velmi velkymi alebo velmi malymi hodnotami. Napri-
klad najvacsi vybuch, aky kedy I'udstvo vytvorilo (vodikova Car bomba s energiou 50 megaton TNT,
t. j. 2-10'7J) je voéi supernove typu II (asi 106.J) tplne zanedbatelny: je to rovnaky pomer energii,
ako dopad zrnka soli z vysky niekol’kych mikrometrov oproti vybuchu Car bomby.

Skiuste najst alebo vymysliet nejaky realny objekt alebo jav tak, aby pre relevantni veli¢inu aspon
priblizne platilo, Zze pomer A:B je ako B:C. Hodnoty pre zadané objekty, respektive javy, pohladajte

samostatne ]
e Hmotnost mravca : hmotnost lietadlovej lode : 777.
e Zrnko ryze : vzdialenost k Mesiacu : 777.
e Rychlost svetla : rychlost auta na dialnici : 777.
e Povrch zemskej suse : povrch futbalového ihriska : 777.
e Trvanie ultrakratkeho laserového zablesku : jeden vydych kona : 777.
e Hmotnost zrnka piesku : hmotnost Zeme : 777,
e Jasnost Slnka : jasnost Mesiaca v splne : 777.
O

Priklad 1.20. Poznime hustotu vody p = 1000 kg/m?, povrchové napitie vody o = 0.072.J/m? a jej
merné skupenské teplo vyparovania [ = 2.5 x 10°.J/kg. Aké je priblizne velkost jednej molekuly? [

Priklad 1.21. Gula polomeru R sa hybe rychlostou v v médiu hustoty p. Akd bude odporova sila,

ktoré na nu podsobi v pripade, Ze viskozita nie je dolezita a toto si vSetky rozmerné parametre? O
Priklad 1.22. Ak& je frekvencia zakladného ténu gitarovej struny? O

Priklad 1.23. Pri overovani vysledku tlohy sme sa stretli s naSim prvym skuto¢ne fyzikalnym
systémom. Lopticka uviazana na $nurke. Pre potreby predchadzajticeho experimentu sme ju modelovali
matematickym kyvadlom. Aké pribliZenia sme pri tomto popise robili? Aké velké su dosledky tychto
priblizeni na presnost nasho popisu? Relativne medzi sebou aj absolutne. A akou asi presnostou by
sme museli merat periodu, resp. ako dlho by sme museli nechat kmitat naSe dve lopticky, aby sme si

tento rozdiel vSimli? O
Priklad 1.24. Za aky ¢as dopadne na zem teleso, ktoré z vysky H vrhneme nadol rychlostou v? [

Navod. Nie je tazké identifikovat veli¢inu rozmeru ¢asu a bezrozmernu veli¢inu. Zda sa, Ze sa dalej
nepohneme. AvSak uZ ¢osi vieme o volnom pade z vysky H’ a ten mozeme rozdelit na dva tseky a

podari sa ndm neznamu funkciu identifikovat, opat az na konstantu... teda vlastne konstanty dve. W

9Tento priklad som bez zrnka hanby odkopiroval zo zadani Fyzikalneho korespondenéného seminara. Vdaka.
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RieSenie. Analyzu uz zvladame hravo. Mame [H] = L,[g] = LT 2,[m] = M, [v] = LT~! a pytame

sa na Cas [T] = T. V situacii bez pociato¢nej rychlosti sme uz vypocitali

|H
To=Cy[" s Vo= K+\/Hg . (1.16)

Ako parameter nam ale pribudla poc¢iato¢na rychlost v, takze vSeobecny vztah pre fyzikalnu veli¢inu
je
[HegPvY] = LotPtp=—=28 (1.17)

Najskoér sa pustime hladat bezrozmerny parameter

1
—y=28=0 = f=-3v, (1.18)
1
a teda bezrozmernym parametrom je
¥
- (1.20)
g§7H57
pre lubovolné v, teda l'ubovolna mocnina vyrazu £ = v//gH.
Pre veli¢inu rozmeru ¢asu dostavame
1 1
—y—=26=1 = f=—-57—35, (1.21)
2 2
1 1
a teda kombinécia
v |H
H~ 27+zg 37 21;7— ( v > — 1.23
o P (1.23)

mé rozmer T pre lubovolné . To znamena, Ze veli¢in rozmeru Casu je velmi vela, ale vSetky sa daju

napisat ako ta povodné krat mocnina bezrozmerného parametra. MoZeme teda pisat:

= \/f > Cnet = f(f)ﬁ (1.24)

Ta mozeme urdit takouto fintou. Volny pad z vysky H z tlohy [I.16] sa da rozdelit na prvy tsek

pre nejakd neznamu funkciu f(§).

dlzky xH, kde teleso pada volne, a druhy tsek dizky (1 —2)H, kde teleso pada pociatocnou rychlostou

z konca prvého taseku. Pri oznaceni vysledkov dloh Ty(H, g) a T'(v, H, g) potom dostavame podmienku
Ty (H,g) = To (xH,g)JrT(K\/ng,(l—x)H,g) : (1.25)

Po dosadeni a ) dostaneme

\/> /xH < JzHg > (L-2)H (1.26)
Vol —2)H g
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Premenovanim argumentu funkcie f dostaneme

£
O=C—r B () (1.27)
@
a teda
2
f(£)=0< 1+§(2—§(> : (1.28)

Priklad 1.25. V cyklistike zvyknu T'udia merat svoju rychlost v kilometroch za hodinu. Pri behani
zas zvykna svoju rychlost merat tempom, t. j. ¢asom, ktory im trva prebehnit jeden kilometer. Aky

to ma vyznam? 0

Navod. Pri tom moéze pomédct najst prevod medzi tymito vyjadreniami a skusit vypocitat, aky je
rozdiel v oboch ukazovateloch v pripade, Ze 10 km prejdete s 10 % rozdielom v ¢ase behom a na

bicykli (pri typickych rychlostiach). |

Priklad 1.26. NA&s svet je charakterizovany tromi fundamentalnymi kon§tantami, ktoré popisujua tri
zakladné tedrie. St to postupne rychlost svetla ¢ a teéria relativity, gravitaénéd konstanta G a tedria
gravitacie, Planckova konstanta i a kvantova mechanika. Zostrojte z nich bezrozmerni veli¢inu! Ak4 je

jej interpretacia? Zostrojte z nich veli¢iny rozmeru dizky, ¢asu a hmotnosti! Ak4 je ich interpretacia? [

Navod. Rozmer gravitacnej konstanty sa da zistit z F' = GmM/R? a rozmer Planckovej konstanty je
Js a joule je jednotka energie, pre ktort napriklad £ = %mv2 alebo E = F's. |
1.4 Kinematika pohybu hmotného bodu

Pod kinematikou budeme rozumiet popis pohybu. Vo fyzike nas zaujima, ako sa meni stav systému,
ktory popisujeme. V mechanike je stav systému popisany polohou a rychlostou jeho ¢asti. Pohyb, t. j.
zmena polohy, je preto to, ¢o nas v mechanike zaujima. Zatial nas teda ale nebude zaujimat, ¢o a ako
tento pohyb sposobuje, iba jeho popis.

Pod hmotnym bodom budeme rozumiet systém z jedného telesa, ktorého stav je plne popisany
polohou a rychlostou jedného jeho bodu, ktory dopredu zvolime a ktoré charakterizuje jeho hmotnost
mm Znamend to, Ze nés nezaujima, ako je teleso otocené, aka ma farbu a politické presvedcenie.
Upozorniujeme, Ze ide o zjednodusenie a niekedy sii tieto vlastnosti dolezité. Avsak v mnohych situaciach
prave takyto popis postacuje alebo je aspon dobrym odrazovym mostikom.

TakZe nazov tejto kapitoly vlastne znie: popis zmeny mechanického stavu systémov tplne opisatel-

nych stavom jedného dopredu zvoleného bodﬂ

10Hmotnost bude ale doélezita az v dynamike, pre popis stavu telesa je iba nalepkou, ktor si so sebou nesie, ale mnozinu
jeho moznych stavov nemeni.
1A okrem toho méze sluzit aj ako postupné zoznamovanie sa s roznym oznatenim, ktoré budeme v tomto texte

pouZzivat.
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Na&s svet je trojrozmerny, a teda poloha hmotného bodu je dana trojicou ¢&isel usporiadanych do
vektora Z. A tato poloha sa v ¢ase meni, takze Z(t). Polohu zadavame v nejakej suradnicovej ststave,
ktorej sa vo fyzike hovori vztazna stustava. To, ako jeden a ten isty pohyb vyzera v roéznych vztaznych
ststavach, je jednou z najdolezitejsich otazok fyziky a eSte velakrat sa k nej vratime.

V kartézskych suradniciach budeme potom pisat & = (z,y, 2).

Rychlost je potom zmena tejto polohy za velmi kratky cas vydelenad tymto ¢asom, a teda je

derivaciou polohy. Ako taka je tiez vektor

i) =~ = (1) . (1.29)

Kedze derivovanie podla ¢asu sa bude vyskytovat velmi, ale ozaj velmi ¢asto, budeme ho oznacovat
Specialne, bodkou.

V kartézskych stradniciach potom mame

o(t) = (4(8),9(t), 2(t)) . (1.30)

Toto je ale velmi netrividlna vlastnost kartézskych siradnic a v8eobecne to neplati. To preto, Ze jed-
notkové vektory zlozitejsich stiradnicovych systémov sa s polohou menia a zmena vektora Z nie je iba v
zmene jeho komponentov, ale aj v zmene vektorov, vzhladom na ktoré sa tieto komponenty pocitaju.
Trochu sa k tomu vratime v rozpravani o polarnych sturadniciach, ale inak to v tomto texte velkn tlohu
hrat nebude.
Zrychlenie je zas zmena rychlosti za velmi kratky ¢as vydelena tymto ¢asom, a teda druhé deri-
vécia polohy podla ¢asu
at) =v=a(t) . (1.31)

Je uzitofné spomentt si na definiéné vztahy prvej a druhej derivacie, ktoré daju, ze pre malé zmeny

Gasu dt modZeme pisat

F(t + dt) = E(t) + F(t)dt + %c‘i(t)dtZ , (1.32)

T(t + dt) =(t) + a(t)dt . (1.33)

Inverznou operéciou k derivovaniu je integrovanie, a zo znameho zrychlenia moézeme dostat rychlost
a zo znamej rychlosti mézeme dostat polohu. Pri rychlosti a zrychleni naberaji pojmy derivacia a
integral velmi hmatatelny vyznam. Derivacia je priemerné rychlost za velmi kratky cas, teda nam
hovori o tom, ako sa dané veli¢ina meni v malom okoli svojej premennej. Integral je sic¢tom velkého
mnoZstva velmi kratkych pohybov konstantnou rychlostou, a teda ak vieme, ako sa veli¢ina meni

lokalne, vieme z toho naskladat jej globdlnu zmenu. Alebo

t/At
oty = ZEFBD =20y o+ 3 w(man)Ar (1.34)
n=1

At

Skiste si rozmysliet, ako by tieto dva vztahy vyzerali vo viacerych rozmeroch.

Na zaciatok si dajme jeden velmi jednoduchy priklad.
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Priklad 1.27. Teleso sa pohybuje po priamke s konStantnym zrychlenim ag a pociato¢nou rychlostou

vg. Ako sa bude menit jeho poloha? O

RieSenie. Za¢neme so zrychlenim. To je konstantné, takZe a(t) = const = ag. Rychlost je integralom

zrychlenia
o(t) = /dta(t) _ ao/dt —apt+C . (1.35)

Integracni konstantu uréime z pociatoc¢nej podmienky[T_Z] v(0) = C = vg. Poloha je integralom rychlosti

1
x(t)—/dtv(t)—/dt(aot—l—vo)—2a0t2+v0t+:):0. (1.36)

xo je miesto, v ktorom sme zacali teleso sledovat.

Iny sposob, ako dostat rovnaky vysledok, je pouzit Newtonov vzorec pre ur€ity integral

/0 dra(r) = v(t) — v(0) | (1.37)

ktory uz nema ziadnu integra¢nu konstantu, ale je v fiom pociato¢na rychlost explicitne. |
A teraz druhy, len o mélo zlozite;jsi.

Priklad 1.28. Hmotny bod sa pohybuje s konstantnym vektorom zrychlenia dy, s po¢iato¢nou rych-

lostou vy z bodu Ty. Kde sa bude nachadzat v case t? O

Riesenie. Integrovanie je v tomto pripade tplne totozné s integrovanim v predchédzajacom priklade.

Zaujimavé je to, ako to funguje v troch rozmeroch. RozpiSeme to na rychlosti

(t) = /dta(t) - (/dtax(t),/dmy(t),/dtaz(t)) = Gt + ) - (1.38)

Podobné integraly pre polohu déavaju
S 1, 9 . S
Z(t) = gaot + ot + Zo. (1.39)
|

Priklad 1.29. Premyslite si, Zze plati nasledovné. Ak je v trojrozmernom pripade komponent zrychlenia
a; zavisly iba od suradnice x;, tri rovnice, ktoré urcuju vektor Z(t), sa rozviazu a pohyby v jednotlivych

smeroch st navzajom nezavislé. O

Pohyb po kruzZnici. Budeme venovat niekolko prikladov technicky aj konceptualne velmi dolezitej

myslienke, pohybu po kruZnici.

12Funkciu podiatotného &asu mohol v principe plnit hociktory moment, zvi&Sa sa zvoli podiatok Gasovej osi presne v

tomto momente.
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Priklad 1.30. Teleso sa pohybuje po kruznici polomeru R rychlostou konstantnej velkosti v. Ako
vyzera rozumné suradnicova sistava na popis tejto situacie? Ako v tejto sistave vyzerd poloha bodu

v Case t7 Aké su zlozky rychlosti a zrychlenia? Ukazte, ze plati

2
a@)+<f) Z(t) =0 (1.40)
R
a tiez ze
v 1.41
at) = — . .
)| =% (1.41)
O
RieSenie. Zvolime suradnicovii stustavu tak, Ze Pre stradnice bodu v ¢ase t bude teda platit
jej stred bude v strede kruZnice, ze v ¢ase t =0 v
bude teleso v bode z = R,y = 0 a Ze bude obiehat z(t) = Recos (Et) ? (1.42)
proti smeru hodinovych rucic¢iek. Za Cas t prejde y(t) = Rsin (%t) . (1.43)
vzdialenost vt a uhol, o ktory sa teleso oto¢i, bude
¢ =vt/R. Jednoduchym derivovanim néajdeme zlozky rych-
losti
Y
10 '(”Q (1.44)
z(t) = —wvsin | —= )
R Y
= v
& () = (Aft) 1.45
(1) =veos (¢ (1.45)
vt a zrychlenia
¢ x )
(t) = — % cos (%t) , (1.46)
2
gm)z—%fm(%g. (1.47)
Metodou pozriem a vidim sa Tahko presvedéime,
ze az(t) = —%z(t) a ay(t) = —1%22?/(75)- Rovnako

l'ahko nahliadneme, Ze plati aj druhé rovnost.

Dolezita vec: velmi nendpadne sme pouzili spominani netrividlnu vlastnost kartézskych suradnic,
7e bazové vektory vyzeraja rovnako v kazdom bode, takZe sme mohli pisat — a prvykrat sa stretdvame

s oznacenim jednotkového vektora v danom smere strieskou —
T=id+77. (1.48)

V zlozitejsich sistavach to nemusi byt pravda.
Tu sa oplati na moment zastavit a zamysliet. Zistili sme, Ze pri rovhomernom pohybe po kruZnici
teleso zrychluje! Ako je to moZné, ked sa nemeni velkost rychlosti? Odpovedou je prirodzene, Ze sa

meni smer rychlosti.
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Pod'me si premysliet, ¢o presne sa deje pri takomto pohybe za velmi kratky ¢as. Teleso sa za velmi
kratky ¢asovy okamih dt posunie v smere svojej rychlosti do nového bodu & + ¥dt. Tym sa ale dostane
mimo kruznice a musi spravit maly krok smerom spét do stredu, aby sa na kruZnicu vratilo. Ako na

obrazku.

zmena rychostido

doty&nicového smeru krok spat
A A na kruznicu
/
|/
t' S
. s, <4 Kkrokvsmere
. . rychlosti

&" 5

s \)

o"’ V ;

D . -

Tento priklad ma v sebe eSte jedno ponaucenie. Vhodnym parametrom pre popis polohy telesa
bol uhol ¢(t). Rovnako ako pre polohu, aj pre tento uhol méZeme zadefinovat rychlost ako ¢asovi
derivaciu w = gi)(t) a zrychlenie ako druhi casovii derivaciu. Budeme hovorit o uhlovej rychlosti a
uhlovom zrychleni. Vidime, Ze v tomto pripade bolo uhlové zrychlenie nulové a pohyb je teda v tejto
suradnici rovnhomerny.

Medzi uhlovou a posuvnou rychlostou je velmi dolezity vztah v = wR. Z matematického hladiska
ide jednoducho o ¢asovi derivaciu vztahu medzi dlzkou kruznicového obltka a prislusnym uhlom. Vo
svete je vela prikladov, ked je tento vztah dolezity. S niektorymi sa eSte stretneme, tu spomeiime jeden.
Ked ide auto v zakrute, vntutorné koleso sa pohybuje po krivke s mensim polomerom ako vonkajsie.
To znamena, Ze pri konstantnom w — ak nie je tato hodnota rovnaka pre vSetky kusy auta, mate viacsie
problémy ako tento — sa musi vonkajsie koleso pohybovat rychlejsie ako vnutorné. Ako uvidime ¢oskoro
v priklade o valeni bez presmykovania, znamena to, ze sa musi otacat o Cosi rychlejsie. Zariadeniu, ktoré
v autach zabezpecuje to, aby sa obe kolesé otacali tak akurat, sa hovori diferencial.

Pozrime sa teraz na o ¢osi zlozitejsi pripad.

Priklad 1.31. Teleso sa pohybuje po kruznici polomeru R premennou rychlostou v(t). Aké je poloha,
rychlost a zrychlenie bodu v tomto pripade? O

RieSenie. Snad je uz jasné, ze Ro(t) = [v(t)dt a ¢(t) = v(t)/R. Potom derivovanim zloZenej funkcie

dostaneme

. v(t)? o

i(0) = — "W cos (o(1)) — 504 sin (1) (1.49)
v 2

it) = — "W in (6(0) + i) cos (0(2) (1.50)

A teda predchédzajuce vztahy zostavaji v platnosti tak z polovice. Zrychlenie bude mat zlozku, ktora
je presne v takom tvare ako predtym. AvSak objavila sa nam zlozka, kolmé na polohovy vektor a v
smere vektora rychlosti, ktora meni velkost rychlosti. V&imnite si, Ze dostredivé zrychlenie mé vzdy
presne velkost v2/R, aby bol pohyb po kruznici. To nie je Ziadny zazrak, tato informacia bola uz od

zaciatku vlozena do tvaru, akym sme zapisali stiradnice. |
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Naucili sme sa teda, Ze pri rovhomernom pohybe po kruznici je zrychlenie @ = —zv?/R%. Pri
premennej rychlosti je —Zv?/R? dostredivé zlozka zrychlenia a k nej pribudne zlozka v smere rychlosti.
Ak si teraz spomenieme na to, Ze z rozmerovej analyzy sme pre silu pri takomto pohybe dostali
F = mv?/R, za¢ina sa nam ¢rtat Newtonov zakon F = ma. Ale nepredbichajme.

Pohyb po kruznici je délezity, lebo kazdy krivociary pohyb sa da pomocou neho popisat. Kla¢ovym
slovom je tu oskula¢na kruznica a idea je ta, Ze kazd4 krivka sa da do druhého radu aproximovat sadou
takychto kruznic, ktorych malé kisky oblikov dohromady vytvaraju Zziadand krivku. A pohyb po
krivke je potom sadou pohybov po tychto kruzniciach, s patriénymi rychlostami a zrychleniami. Koho

to zaujima viac, moze pozriet priklad [I.37]

Priklad 1.32. Obruc sa bez presmykovania vali po podlozke tak, Ze za Cas T' sa otoCi presne raz okolo
svojej osi. Valenie bez presmykovania okrem iného znamené, Ze sa stred obruce za tento ¢as presunie

vo vodorovnom smere presne o obvod obruce.
e V akom vztahu je posuvna rychlost obruce a jej uhlova rychlost?

e Ako vyzerda vhodna stradnicova sistava na popis tejto situdcie a aké si v nej siradnice stredu

obruce?
e Na obruci zvolme jeden bod, ozna¢me ho P. Aké su suradnice tohto bodu v case t?
e S akou rychlostou a zrychlenim sa pohybuje tento bod? Ako vyzera jeho trajektoria?

e Ktorym smerom sa pohybuje bod, ktory je v ¢ase ¢t najvyssie? Akou rychlostou sa pohybuje bod,

ktory sa v tom istom Case dotyka zeme?

e Vypoditajte priemernt rychlost bodu P pocas valenia obruce. Vypocitajte priemernt velkost
rychlosti bodu P.

e Dobre si premyslite, Ze tento priklad je vlastne pohyb po kruznici v stistave, ktora sa pohybuje.
O

RieSenie. Ak sa obruc otaca uhlovou rychlostou w, potom sa za ¢as t oto¢i o uhol § = wt. Ak sa obru¢

posuva dopredu posuvnou rychlostou v, potom sa za ¢as t posunie o vzdialenost = = vt.

Y

vt
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Poziadavka nepresmykovania tak, ako je formulovani v zadani, potom hovori R = x a teda hned
dostavame

w = (1.51)

==

Podobne vyzerajuci vztah sme uz mali v priklade o pohybe po kruZnici. Treba si davat ale pozor,
tu znamena nie¢o trochu iné. Tam to bol vztah medzi dvomi veli¢inami, ktoré si od seba zavislé. Pri
pohybe obruce sa v principe rychlosti w a v nezavislé a tento vztah ich viaze dohromady v konkrétnom
pripade valenia bez preSmykovania. Zo zadania potom dostaneme, ze v = 2w R/T.

Sustavu zvolime tak, ze stred ma v ¢ase t = 0 stradnice (0, R) a vo zvislom smere sa nehybe. V
Case t ma potom stred sturadnice Zg = (vt, R).

Uhol otoc¢enia budeme brat od zvislej osi tak, Ze narasta v smere pohybu hodinovych ruciciek, ako

na tomto obrazku:

Ked sa obru¢ otoc¢i o uhol wt, bod, ktory bol v ¢ase t = 0 v mieste 6y, bude od stredu v smere osi x

posunuty o Rsinfp a v smere osi y o Rcosfp, kde 0p = 0y + vt/ R, jeho suradnice teda buda

(1.52)

Ep(t) = vt + Rsin (6y + vt/R)
P\ R+ Reos (00 +vt/R) )

Ak nés zaujima trajektoria, ktora kresli jeden bod, m6zeme zvolit 8g = 0 a tento vyraz je potom jej
parametrickym vyjadrenim pre ¢t € (0,7). Ide o cykloidu, ktora je presne tymto pohybom definovana. Je
to velmi zaujimava krivka, ktoré je napriklad brachistochronou aj izochrénou. Ak vés to zaujima, isto
sa rychlo doklikate k tomu, ¢o tieto slova znamenaja. Tiez je zaujimavé krivku si vykreslit, v8imnuat si,
ze je v spodnom bode 8picata, a teda nediferencovatelné, a ako sa tento fakt vysporiada s nasledovnym
peknym vysledkom pre rychlost a zrychlenie. A ak vés to nezaujima, mozete smelo pokracovat dalej
bez toho.

Derivovanim predchadzajuceho vztahu dostaneme pre rychlost

Fp(t) = v ( L+ cost ) (1.53)

—sind

a pre zrychlenie dalsim derivovanim to isté ako v pripade bodu na kruznici (|1.46)).
Pre horny bod dostavame z 6 = 0 rychlost ¢ = (2v,0), pre spodny 6 = 7 zas ¥ = (0,0). Spodny
bod obruce ma teda nulovta okamzita rychlost a horny bod méa dvakrat taka velka okamzita rychlost

ako stred kolesa. Vidno to na fotografisch bicyklovych kolies, kde je spodné ¢ast ostra a vrch vel'mi
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rozmazany. Tiez to sivisi so znackami, ktoré nechavaju kolesa lietadiel na pristavacich drahach. Na
zaClatku, kym sa roztoCia, sa tri o drdhu a zostava za nimi $muha. Ked sa ale po ¢ase roztodia na
spravnu rychlost, spodny bod vzhladom na drahu zastane a prestane sa triet.
Priemerna rychlost bodu P za jednu otacku je v x-ovom smere
1 2
o /) v(1+cosb)df = v (1.54)
a v y-ovom smere 0. To by sme aj ocakavali, pretoze presne takto sa bod za jednu otacku posunie.
Podobné netrividlne vypocty vcelku trividlnych vysledkov st vybornym sposobom, ako overit, Ze sme
sa pri vypoc¢toch nikde nepomylili a Ze naSe vzorce maji Sancu byt spravne.

Na tplny zaver dostavame pre velkost rychlosti

[v] = \/v2 +vZ = vy/2(1 + cos ) (1.55)

¢o da priemernu vel'kost rychlosti

B 2 2w 4
lv] = Q dfv'1+ cosh = — (1.56)

v
2 Jo T

Pri jednej otacke teda prejde bod drahu |v|T = 8R.
Na zaver jedna poznamka. Na takéto pohyby sa da pozerat tak, Ze teleso sa otac¢a okolo bodu, v
ktorom sa dotyka podlozky. Tak intuitivne dostdvame rychlosti bodov na obvode obruce. Toto sa vSak

deje iba infinitezimalny ¢as a po kroku dt sa okamzity bod otacania zmeni. |

Polarne saradnice. V rovine mdZeme zaviest aj iné ako kartézske suradnice. Polarne st v niekto-
rych pripadoch uzito¢nejsie. Namiesto vzdialenosti od poc¢iatku v dvoch navzajom kolmych smeroch

zadavame polohu bodu vzdialenostou od poéiatku r a uhlom vzhladom na nejaky zvoleny smer 6.

A A
S
/ dy
/0 . .
X
Je dobré si rozmysliet, Ze tu ide iba o iné vyjadrenie vektora &
T=xt+yy=rr (1.57)

kde sme opét pouzili oznacenie jednotkového vektora v danom smere strieékouE’rl Pozor, z,y sa vsade

rovnaké, ale 7,60 st v roznych miestach rozne. K ¢omu presne to vedie, sa dozvieme v priklade

13Pismeno x tu znamena tri rozne veci podl'a toho, aki méa ozdobu. Skuste sa s tym z7it.
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kde budeme popisovat pohyb po kruznici v polarnych siradniciach. Pre plosné elementy, ktoré budeme

potrebovat pri integrovani neskor pocas semestra, plati
ASkart =dxdy , dSpe =rdrdf . (1.58)

Ide o plochy utvarov, ktoré v danom mieste vznikn, ked spravime malé kroky v jednotlivych strad-
nicovych smeroch. V polarnych stradniciach dostéavame zéavislost elementu od polohy, pretoze krok df
d'aleko od pociatku znamen4 posunutie o vicsiu vzdialenost.
Dalsie ulohy
Priklad 1.33. Najdite polohu, rychlost a zrychlenie telesa, ktorého pohyb je dany nasledovne:

o T = (t2et, 32 +2, 4t — 2t3) |

o v=1p(2+2x),

— _Yo
[ ] U_2+2:E .

O

Priklad 1.34. Popiste pohyb telesa, ktoré sa so zrychlenim @ = (1 + 2¢, —3) pohybuje s pociatocnou
rychlostou ¥y = (—2,5) z bodu Zp = (-1, 3). O

Priklad 1.35. Mame tycku, ktora je na zaciatku e Ako by vyzerali vysledky tychto uloh v pri-
vo zvislej polohe. Jej horny bod je fixovany na pade, Ze horny bod klesa ¢asovo premenne
zvisla priamku, jej spodny bod na vodorovni y=y(t)?

priamku. V ¢ase t = 0 sa horny bod zacne pohy-

bovat nadol s kon§tantnou rychlostou vg.

e Nijdite suradnice spodného konca tycky v

Case t.

e Na tyc¢ke zvolme jeden bod, ozna¢me ho P.
Napiste vztahy pre saradnice tohto bodu v

Case t a dokazte, Ze bod opiSe elipsu.

e Aké je rychlost a aké je zrychlenie tohto
bodu?

Priklad 1.36. Koleso na vlaku ma zvlastny tvar,
ako na obréazku. Polomer ¢asti, ktora sa dotyka ko-
lajnice, je r a polomer vonkajSej Casti je R > r.
Urobte podobnii analyzu pohybu bodu na obvode

vonkajSej Casti kolesa ako v pripade valiaceho sa
kolesa z prikladu
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O

Navod. Podobne ako v pripade valiacej sa obrude, ale rozne polomery pre rychlost z posuvného a otac¢avého
pohybu. |

Priklad 1.37. Teleso sa v rovine z = 0 pohybuje po krivke zadanej rovnicou F(z,y) = 0 zadanym
¢asovym predpisom Z(t) = (z(t), y(t)). Ukaite, Ze
e rychlost telesa je v kazdom momente v smere dotycnice ku krivke v danom bode,

e zrychlenie telesa ma v kazdom momente zlozku v smere doty¢nice ku krivke velkosti %

Y
e zrychlenie telesa ma v kazdom momente zloZku v smere normély na krivke velkosti
Gk
R )
kde R je polomer krivosti krivky v danom bode.

O

Priklad 1.38. Lod Astara Serana letf okolo stanice Death Star po priamke konStantnou rychlostou w.
V momente, ked sa lod pohybuje kolmo na jej spojnicu so stanicou, vyStartuje zo stanice Darth Vader
na rakete rychlostou v a za¢ne Astara nahanat. Nerobi to v8ak prili§ rozumne a vektor jeho rychlosti

v kazdom momente smeruje na lod.

e Najdite vhodnu ststavu stradnic na popis tohto problému. (Chvilku nad tym rozmyslajte a snad
vas napadne, Ze takou stustavou je polarna stustava, v ktorej pociatku je Astarova lod, a v ktorej
sa tato lod nehybe.)

e NapiSte vztahy pre rychlost rakety a najdite parametrické vyjadrenie trajektorie rakety v tejto

ststave.

e Za akych podmienok dostihne Vader Astara? Ako blizko sa k nemu najviac dostane v pripade,

ze ho nedobehne?
e Vypoditajte ¢asovy priebeh stradnic. Za aky ¢as raketa dobehne lod'?

e Prejdite do povodnej stistavy a najdite trajektoriu rakety v nej.
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2 Dynamika jedného hmotného bodu

2.1 TUvod — histoéria, postulaty, zaklady

Najskér okomentujme slovicko v nadpise. Dynamika sa zaobera tym, ¢o a ako sposobuje pohyb telies
a zamysla sa nad tym, ako bude za danych podmienok vyvoj mechanickej ststavy vyzerat. V kontraste
s tym je kinematika iba popis vS8etkych moznych vyvojov.

A teraz podme na vec. Zaklady klasickej mechaniky formuloval v druhej polovici sedemnésteho
storoc¢ia Isaac Newton. Vo svojom diele Philosophice Naturalis Principia Mathematica prezentoval tri
zékony mechanickych dejov. Okrem toho ale dal moderny pohlad na prirodné vedy ako také — prirodné
zékony st napisané jazykom matematiky. V zmysle rozdielu medzi kinematikou a dynamikou sa teda
da povedat, Ze I'udia poznali kinematiku este pred Newtonom, dynamiku vymyslel az on.

MozZno ste poculi vyjadrenie Newtona o tom, ako stal na pleciach obrov. Pod tymito obrami sa
zvacsa chapu Kepler a Galilei a hraju délezitu historicka tlohu na ceste k zakonom mechaniky. Ak sa
chcete dozvediet o tejto historii viac, skaste nieco z literatary na konci skript.

Tri Newtonove zakony vyzeraji nejak takto:

e prvy — zakon zotrvacnosti: v inercidlnej vztaznej sustave sa teleso, na ktoré nepdsobi ziadna

sila, pohybuje rovnomerne priamociaro;

e druhy — zakon sily: ak na teleso pdsobf sila ﬁ, potom sa jeho poloha v ¢ase meni na zéklade

rovnice
F(Z,%) = m% ; (2.1)

e treti — zakon akcie a reakcie: ak teleso 1 p6sobi na teleso 2 silou, potom teleso 2 pdsobi na

teleso 1 silou rovnakej velkosti a opa¢ného smeru.

K tretiemu zékonu sa vratime, az ked sa budeme zaoberat situdciami s viacerymi telesami.

Prvy zakon je tak trochu redundantny, lebo je $pecialnym pripadom druhého, ked F =0. Je viak
dolezity z historického hladiska a zdoraziiuje rozdiel oproti aristotelovskému pohladu na svet, v ktorom
bez sily@ nie je pohyb. Prvy zakon zdéraziuje zotrvacnost telies a vedel o iom uz Galilei este pred
Newtonom. Pre nas je dolezita skor ¢ast o inercidlnych vztaZznych sistavach a z formalneho hladiska
je prvy Newtonov zakon postulovanim existencie takychto stastav. Viac o réoznych sustavach budeme
pisat v kapitole [ dovtedy budeme predpokladat nejakt dopredu dobre definovant sistavu, ktora je
inercidlna — a zatial to bude znamenat len to, Ze v nej platia Newtonove zakony tak, ako ich vidime
vysSie.

Druhy zakon dava interpretaciu parametra m z predchadzajtcej kapitoly. Hovori, ako velmi teleso
“odporuje” pohybovym uéinkom sily. Rovnaké sila bude mat pre hmotné body s va¢8im m mensi efekt
a bude ich rychlost menit pomalSie.

Zakon sily je obyéajnoﬂ diferencidlnou rovnicou druhého radu. K jeho tplnému rieSeniu teda

potrebujeme dve pociato¢né podmienky: polohu a rychlost. Presnejsie ide o jednu vektorovii rovnicu a

141 epsie povedané, bez posobenia medzi telesami, Aristoteles slovo sila nepouzival.
150Obyc¢ajnou po matematickej stranke. Po fyzikalnej je to velmi Specialna diferencialna rovnica ©.
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treba dve podmienky pre kazdy rozmer priestoru, takZze v troch rozmeroch potrebujeme dva vektory a
tym 6 pociato¢nych podmienok. No a zvacsa to robime tak, Ze nulovii hodnotu ¢asu zvolime v momente,
v ktorom méame zadané pociato¢né podmienky.

Obyc¢ajné diferencidlne rovnice vlastne hovoria, ako sa funkcia, ktori popisuji, zmeni za kratky
Casovy okamih dt z hodnoty f(¢) na hodnotu f(t+ dt). A tento ¢asovy krok sa potom iteruje velakrat
tak, Ze dostaneme zmenu za makroskopicky ¢as. Po formalnej stranke sa potom v matematike posiela
Casovy krok dt do nuly a Studuje sa, ako sa rozne objekty spravaji v tejto limite. D4 sa na to ale
pozerat aj opacne, ze mame konecné kroky, ale akykolvek makroskopicky pohyb vznika aZ velmi
velkym (limitne nekoneénym) po¢tom takychto krokov. Alebo mézeme mat uplne fyzikalny pohlad na
vec a povedat, Ze v kompletnej teérii kvantovej gravitacie ma ¢as mozno diskrétnu Strukturu s krokom
na drovni Planckovho ¢asu a to by bolo to prirodzené dt v nasich rovniciach. (Zatial je to ale len
hypotéza.)

Pozrime sa, ako by rieSenie takejto rovnice vyzeralo na pocitaci, explicitnym iterovanim tohto
procesu. A pre jednoduchost majme iba jeden rozmer. Na zakon sily sa budeme pozerat ako na rovnicu
pre zrychlenie. Na zaciatku mame zadant polohu a rychlost, z ¢oho dopocitame zrychlenie telesa.
Nechame ¢as bezat nas kratky krok dt a pozrieme sa, ¢o sa s telesom stalo. Posunulo sa do nejakej
novej polohy a zmenila sa jeho rychlost, lebo sa pohybovalo so zrychlenim. Zmenu rychlosti dopoc¢itame
priamociaro, na zmenu polohy vSak pojdeme trochu sofistikovanejsie a pohyb budeme povazovat za
rovnomerne zrychleny. Mohli by sme ho povaZovat aj za rovnomerny priamodiary, ale takto dostaneme
presnejsi vjrsledokm V novom ¢ase potom dopoc¢itame nové zrychlenie telesa na zaklade novej polohy

a rychlosti a ideme d'alej. V tabulke to potom vyzera nejak takto.

F
t=0, v = v, ¢ = 2o, 4y = (z0,v0)
+ F(xmv
v

t=dt, v =vo+apdt, w1 =10+ dt+ 3ag A2 = zp + TN gy = LY

m

v + v F(xo,v
t = 2dt, vy =1 + a; dt, To =21 + Lt th, az = (2,2

m

atd.
(2.2)

V Newtonovych zékonoch, hlavne v zékone sily , je obsiahnutych velmi vela zaujimavych
veci, ktoré z nich vypadnu ako désledok bez toho, aby sme ich tam vlozili. Rézne symetrie, zdkony
zachovania a podobne. Povieme si o nich viac, ked na to pride ¢as.

Skor ako sa pustime dalej, eSte povedzme, Ze klasickd mechanika mé dva problémy. Prvy je skor
chybicka krasy — je to zle. Jednoducho nas svet sa podla tychto zdkonov nesprava. Pre velké a pomalé
veci je to dobré pribliZenie, ale pre rychle a malé veci uz platia iné zakony. Stéle je ale uzito¢na, lebo
vacgina veci, s ktorymi pridete v Zivote do kontaktu, je velkd a pomal4. Druhy problém je v tom, Ze
po matematickej stranke zacne byt klasickd mechanika vel'mi rychlo komplikované. Newtonove rovnice

vo v8eobecnosti nevieme presne pre viac ako dve telesa vyrieSit a ich rieSenia maju rézne zvlaStne

16y gimnite si, ako tu vlastne pouzivame priemernd rychlost na danom Gasovom intervale namiesto rychlosti na jeho

zaCiatku. Podobne funguje Heunova metoda, ktoré by takto spriemerovala aj zrychlenie pri vypocte novej rychlosti.
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vlastnosti. Napriklad velka citlivost na pociatoéné podmienky a s tym sivisiace nestability rieSeni.
Toto vsetko je stale aktivnou sucastou (nielen matematického) vyskumu.

Newtonovymi zdkonmi sa vyskum formulacie mechaniky ako takej neskoncil a po matematickej
stranke sa o tom da povedat ovela viac. Cosi mélo sa rozprava v druhom pokrac¢ovani tohto predmetu.
Klacové mena st tu potom Lagrange, Euler a Hamilton.

V nasledujicich kapitolach sa budeme pozerat na postupne zlozZitejsie a zlozitejsie tvary sily F (@, a_:’)
a dozvedat sa nové veci o svete. Za¢neme jednorozmernym pohybom a potom sa pozrieme do viacerych
rozmerov a budeme pridavat aj dalSie telesa. A popri tom snad za¢neme ziskavat trochu intuicie o tom,
ako t4 fyzika vlastne funguje. Po matematickej stranke buda dalsie kapitoly hlavne rieSenim obyc¢ajnych
diferencialnych rovnic. Ale vi¢ginou nebude treba Ziadnu super tazkt matematiku, rovnice buda bud
separovatelné (takZe to buda prezlecené integraly), alebo sa ich rieSenie bude dat celkom jednoducho

uhadnut.

Priklad 2.1. V Tubovolnom pocita¢ovom programe, napriklad v Exceli alebo inom tabulkovom edi-

tore, implementujte ideu numerického riesenia pre
e konstantnu silu,
e silu imerni —zx,
e silu timernu —wv,
e akikolvek silu, ktoru si vymyslite, fantazii sa medze nekladu, ¢i ¢o.
Ako zéavisia vlastnosti rieSenia, ktoré ste dostali, od volby hodnoty parametra dt? ]

Priklad 2.2. Rozmyslite si, ako by idea numerického riesenia (2.2]) vyzerala vo viacerych rozmeroch.

Potom skuste riesit pohybovi rovnicu pre
e silu imernt —¥ kombinovani s konStantnou silou,
e silu imernt —|0|¢ kombinovani s konstantnou silou,
e silu tmernt —7/|Z|3.

Skuste rozne pociatoéné podmienky a pozrite sa, ako od nich zéavisi vysledok.

Ako zavisia vlastnosti rieSenia, ktoré ste dostali, od volby hodnoty parametra dt?

Na vSetky tieto sily sa pozrieme v dalsich kapitolach.

2.2 Hmotny bod v jednom rozmere

Za¢nime jednorozmernym pripadom, ked zhodime vietky $ipky. Pripad nulove;j sily riesi prvy Newtonov

zékon, podme teda na druhy pripad, konstantni silu.
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2.2.1 KonsStantna sila

Konstantna sila znamen4 konstantné zrychlenie, a to je situicia, ktort sme uz mali v prikladoch

a[[:28 Je ale zaujimavé zvolit siuradnice a konstantu tmernosti tak, aby pre silu platilo F = —mg a
teda sme dostali Standardné gravitacné pole. Dostaneme & = —g a teda
L o
o(t) = w0 + vot — 398 (23)

kde zq je podiatoéna vyska a vg je poCiatocné rychlost.
Skor ako sa pustime do komplikovanejsich veci, pozrime sa na dva pripady konkrétnych pociatoc-

nych podmienok.

e VolI'ny pad, a teda situacia, ked teleso s nulovou rychlostou pustame z danej vysky. To v preklade

znamené o = H a vg = 0 a teda hned

x(t)=H — éth , u(t) = —gt . (2.4)

Ak sa zaujimame o ¢as T, ked teleso dopadne, potrebujeme vyriesit z(7') = 0. Hravo dostaneme

T:\/i\/f. (2.5)

Podarilo sa ndm teda najst neznamu bezrozmerni konStantu z vysledku rozmerovej analyzy

(T.10).

e Vrh nahor, a teda situécia, ked xg = 0, kde sme uz v predchadzajucom priklade celkom priro-
dzene zvolili podlahu, a vy > 0, lebo hddZzeme nahor. Dostaneme tak

1
z(t) = vot — 5gt* , v(t) = vo — gt . (2.6)

Vidime, Ze vyska telesa najskor narasté, lebo pre malé ¢asy linearny ¢len vyhré nad kvadratic-
kym, ale ten postupne prevazi. Mdzeme sa pytat, kedy teleso dosiahne najvacésiu vysku. Maximum
funkcie hladame ako miesto s nulovou derivaciou a teda, ak ¢as zastavenia oznac¢ime T', dosta-
neme &(T) = v(T) = 0 a teda T" = vp/g. Nulovost rychlosti je velmi intuitivna poziadavka
na maximalnu vysku. Ked ma4 teleso nejakt kladnu rychlost, eSte sa pohybuje smerom nahor
a v d'alsich momentoch bude vyssie. Ak mé zaporni rychlost, pohybuje sa uz nadol a bolo vyssie

v predchédzajicich momentoch. Vyska v tomto Case je

2 2 2
V) 1 v )
2(T)==L—-2g0=20 (2.7)
g 279> 2

a opét rovnaky vysledok, ako dala rozmerové analyza, opét uz aj s numerickym faktorom. Spét
teleso dopadne v case, ked x(T") = 0, ¢o da T’ = 2T. Ak napiSeme riegenie ([2.6) v posunutom
Case t' = t — T, dostaneme rovnaky tvar rieSenia ako pri volnom pade z vysky ’U(Q] /2g. To stvisi s

casovou symetriou Newtonovych zakonov.
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Priklad 2.3. Teleso hodime nahor rychlostou vg. Pohybuje sa v homogénnom gravita¢nom poli bez

odporu vzduchu. Ak Cast celkového Casu stravi teleso v hornej tretine svojho pohybu? O

2
Riesenie. Potrebujeme jednoducho dopocitat casy, v ktorych plati z(t) = g—g. Pouzijeme (2.6 a do-

staneme

~3+V3w
=—3 5
Este nejaky ¢as budeme zdoraziovat, Ze toto je vysledok, ktory by sme ocakévali z rozmerovej analyzy.

t+ (2.8)

Odpovedou na otazku zo zadania je

tp—t_ 1
s~ &~ 05774 2.
57 75~ 05TT4, (2.9)

i ked to, Ze je to len &islo nezavislé od vy aj g, ndm povedala uZ rozmerova analyza.

Vidime teda, Ze teleso v hornej casti trajektorie stravi neimerne vela ¢asu. To suvisi s tym, preco
sa nam pri vyskokoch casto zda, akoby sa I'udia (napriklad pri basketbale) vznasali. A tiez to suvisi s
tym, Ze pri zonglovani je pohlad na lopticky vo vzduchu, v okoli maxima ich drahy, ovela délezitejsi
ako pohlad dole na ruky. Na§ mozog vie celkom dobre, kde mame konce rik, ale na to, aby zistil, kde

st lopticky a ako a kam sa pohybuja, ich potrebuje vidiet ¢o najdlhsie. |

2.2.2 Odporové prostredia

Ako druht najjednoduchsiu situdciu zoberieme pripady odporového prostredia. To moze byt trochu
prekvapivé, lebo na strednej gkole sa tato téma zosiroka obchédza. Ako uvidime, je to preto, Ze sa bez
jazyka diferencidlnych rovnic neda dobre popisat. My uz ale tymto jazykom rozpravame, tak sa do toho
moZeme pustit.

Odporové prostredie je také, kde sila pésobi proti pohybu telesa, ale na stojace teleso nep6sobi nic.

Je to teda sila, ktoré zavisi od rychlosti a posobi proti nej.

Linearny odpor. V najjednoduchSom pripade méZeme mat:
F=—kv, (2.10)

kde znamienko minus zariaduje, Ze pre kladné rychlosti dostavame zaporna silu, ktora posobi proti
rychlosti a teleso brzdi. A pre zaporné rychlosti naopak. Suradnice zvolime tak, aby malo teleso v
nulovom ¢ase nulovii polohu a nejaku nenulova rychlost vg. NapiSeme pohybovi rovnicu
mi = —ki — i=-—— (2.11)
m

a viimneme si kI'i¢ovii vec: tato rovnica sa da prepisat ako rovnica pre rychlost v = &

) K

vV=-v. (2.12)
Ide teda o separovatelnu diferencidlnu rovnicu, ktora nie je ni¢ viac ako integral. PrepiSseme ju do

priatel'skejsieho tvaru a dostaneme
dv dv K

e —=——[dt — logv= ST N v(t) = Ce mt . (2.13)
v m v m m
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Tu sa stalo niekolko délezitych veci (a jedna doélezita chyba, ku ktorej sa ¢oskoro dostaneme; skiuste si
rozmysliet, ¢i ju vidite hned). V prvom kroku sme viac-menej vyuzili ideu, Ze ak sa rovnaju prirastky
dvoch funkcii, tak sa musia rovnat aj tieto dve funkcie, az na konStantu, a cestou od prirastkov k
samotnej funkcii je integrovanie. V druhom kroku sme si potom rozmysleli, Ze sice nesmieme zabudnut
na integra¢nu konstantu, ale sta¢i ju napisat na jednu stranu. Pri tom sme sa prvykrat stretli s ozna-
¢enim prirodzeného logaritmu log namiesto In. Budeme to robit v celom texte a desiatkovy logaritmus
nebudeme potrebovat. A na zaver sme si rozmysleli, Ze e na konstantu je iba ina konStanta.

Ako uvidime este velakrat, tieto konstanty budeme urcovat z pociatoénych podmienok. Tie vyZza-
duju, aby v(0) = vy a tym padom dostavame C' = vg. Tu sa vratime ku chybe, ktora sme pred chvilou
spomenuli. C' je vzdy kladné ¢islo, lebo vzniklo ako mocnina iného &isla. M6Zeme mat ale aj zaporné
pociatocné rychlosti. To sa da vyriesit dvomi spdsobmi. Prvy je, Ze si na zaciatku natoCime strad-
nice tak, aby vg > 0 a tento problém nemame. Alebo si uvedomime, Ze v integrali nam chyba
absolitna hodnota, ktorej spravna implementéacia potom povedie na |v(t)| = ... a teda pre zaporné
pociatocné rychlosti

v(t) = —Ce~m? = —|ygle " m? = vge~m? . (2.14)

Polohu dostaneme ako integral rychlosti. Teraz ale nebudeme robit neurcity integral, ale urcity v
hraniciach od ¢t = 0 po t = t, podobne ako v (1.37). Ano, tato posledné rovnica vyzera divne. Preto

premenujeme opéat integradnil premennd na 7 a piSeme

m'UO _ K

$(t)=/0td7v(7):_e £

' )
= 1% (1 - e—ﬁ) . (2.15)
K

7=0 KR

Do tohto bola podmienka z(0) =0 nadrétovanélﬂ Ak by sme mali iné zg, jednoducho by sme ho k
integralu pripocitali.

Nad tymto vysledkom sa oplati dobre zamysliet:

e Podla (2.13) bude mat teleso vzdy nenulovu rychlost. Ale podla (2.15]) prejde koneénu vzdia-
lenost. Z praktického hladiska v8ak moézeme povedat, Ze teleso zastane v nejakom kone¢nom
Case. Presnejsie povedané, jeho rychlost mozeme povazovat za nulovii po ubehnuti niekolkych

charakteristickych ¢asov m/k. To je dosledok velmi rychleho exponencialneho klesania rychlosti.

e Ked sa pozrieme na vztah pre prejdent vzdialenost (2.15)) pre kratke Casy, t. j. pre ¢asy ovela

mensie ako m/k, resp. ked kt/m < 1, dostaneme
x(t) ~ vot — — ——t2 2.16
*) 0 m ( )

a teda rovnomerne spomaleny pohyb so zrychlenim danym rychlostou v ¢ase t = 0. To isté by sme
naivne dostali pre malé odpory, ktoré st charakterizované malou hodnotou . Tu je ale problém
v tom, Ze toto je rozmerny parameter a malost je bezrozmerné tvrdenie. Ked sa pozrieme, aké

parametre méme v tdlohe k dispozicii, vidime, Ze z K, m a vy ni¢ bezrozmerné nevymyslime.

720 = 0 mozeme beztrestne zvolit v pripade, Ze nas problém ma transla¢na symetriu.
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e Pre velké ¢asy dostavame
x(t — 00) — mvg . (2.17)
K

Ide o charakteristicki rychlost problému vynasobent charakteristickym ¢asom problému. To dava
nutne charakteristicki vzdialenost problému a v tomto vysledku dostavaja vietky tieto slova lepsi

fyzikalny zmysel.

Ak ste uz niekedy poculi o zmene vztaznej sustavy, mozete sa pytat, ¢o by sa stalo, keby sme sa
na problém pozerali v inej ststave. Tu by bol problém v tom, Ze zviacSa je odpor spésobeny nejakym
médiom a potom by sa v novej sistave médium pohybovalo a celé by to bolo komplikovanejsie. Ak ste
o ni¢om takom nepoculi, moézete tento odsek smelo ignorovat, text by mal davat dobry zmysel aj bez

neho.

Kvadraticky odpor. Druhy najjednoduchsi pripad je odporova sila, ktora je imerné $tvorcu vel'kosti
rychlosti. Nemozeme ale pisat F ~ —v2, pretoze tak by sme dostali pre zaporné rychlosti zapornt silu,

¢o nie je odpor. Budeme teda musiet pisat ¢osi ako
F = —vv|v| (2.18)
a davat si eSte vacsi pozor na znamienko rychlosti ako v predchédzajicej tlohe. Pohybova rovnica
mi = —yi? (2.19)

sa rieSi rovnakym trikom ako predtym. Separovanim a integrovanim dostavame

d
g [ _m (2.20)
vJ v YU

a konstantu opét uréime z pociatoénej podmienky v(0) = vy

Vo
) = ——=~ - 2.21
o) = 1oy (221)
Polohu opét dostaneme integrovanim
x(t) = mn log (1 + @t) . (2.22)
¥ m

Pre malé ¢asy dostaneme z(t) ~ vot— %tz, s presne tou istou logikou ako v pripade linearnej odporove;j
sily. Skor, ako skonc¢ime, si v§imneme, Ze pre vg > 0 vzdy plati v(¢) > 0 a teda rovnica plati pre
vSetky Casy a nemusime si robit starosti so znamienkom.

Je dobré v8imnut si délezity rozdiel medzi vysledkami pre linearny a kvadraticky odpor. V oboch
pripadoch v(t — 0o) — 0. V pripade linearneho odporu klesé rychlost exponencialne, v pripade kvad-
ratického odporu ako 1/t. Prejdena vzdialenost je v pripade linearneho odporu konec¢né, ale v pripade
kvadratického odporu sa teleso dostane do nekone¢na. Pre velké rychlosti je kvadraticky odpor ovela
vyznamnej$i ako linedrny, pre velmi malé rychlosti je to ale naopak! Ak ma teleso e-ovu rychlost, spravi

za maly Cas e-ovy krok v priestore. Pri linedrnom odpore sa jeho rychlost zmeni v rovnakom rade, ale
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pri kvadratickom odpore bude zmena o rad mengia a tym padom ovela menej vyznamna. Tak teleso
bude na zaver svojho pohybu robit sice e-ové kroky, ale kym rychlost padne na nulu, spravi ich tolko,
7e predsa len urazi nekoneéni vzdialenost.

Po fyzikélnej stranke je rozdiel v povode takychto odporovych sil. Sily tmerné v vznikaju v désledku

2 yznikaju v dosledku narazov Castic

trenia medzi prostredim a telesom (viskozity). Sily tumerné v
prostredia do telesa a ich urychlovania, ¢o odober4 telesu energiu. Prikladmi st pohyb vo vode a vo

vzduchu.

Priklad 2.4. V linedrne odporovom prostredi posobi na teleso konStantna sila, pre konkrétnost nech
je to gravitaéna sila —mg. Z podlahy ho hodime nahor rychlostou vy. VySetrite pohyb telesa. Do akej
maximalnej vysky sa teleso dostane? Ako dlho mu to bude trvat? Za aky cCas teleso dopadne naspét

na zem? O

RieSenie. Tu sa oproti situacii v rovnici (2.11]) vela nemeni. Pohybova rovnica, ktora dostavame, je

mi = —Kt —mg = @z—ﬁv—g (2.23)
m
a jej integrovanie nam da
o(t) = "L 4 Cemt . (2.24)
K

Z podiatocnej podmienky potom dostaneme C' = vg + =2 a teda
v = vge "™ — mg (1 - e_ﬁt/m) = (vo + @> e—rt/m _ 9 (2.25)
K K K
Vsimneme si, ze v limite ¢ — oo je rychlost —mg/k a to sa dalo ¢akat, lebo pri takejto rychlosti nastane
rovnovéha sil a plati & = 0.
Tento vysledok integrujeme, aby sme dostali polohu a po zaratani pociato¢nej podmienky méame

zéverecny vysledok

o(f) = 0 (1 - e*”t/m> -9 (t _n (1 - e*“t/m)) = (mvg + m229> (1 - e*“t/m) _ M9y
K K K K K K
(2.26)
Teleso bude najvyssie v momente, ked bude mat nulova rychlost, a z podmienky v(7") = 0 dostaneme

¢as T', v ktorom sa to stane

m KU
T ="log (1 + 0) . (2.27)
K mg
Vs&imnite si, ako sa ndm tu prirodzene objavil bezrozmerny parameter ’;T”g. Ale hladany ¢as T ostava

bezrozmernym nasobkom . napriek tomu, Ze tloha ma dalsiu veli¢inu s rozmerom c¢asu, 2.
K b )] b g

Najvyssia dosiahnuta vyska je
m m KU
H=xuz(T)=— [vo - —glog <1 + 0>] . (2.28)
K K mg
Ked sa pozrieme na to, ako sa tento vysledok sprava pre malé hodnoty parametra kvg/mg, a teda pre
podiatoéni odporovi silu ovela mengiu ako tiazovi, dostaneme

2 3

- : 2.29
2 3mg? , (2.29)
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v zhode s tym, ¢o by sme cakali.
Ked chceme urcit ¢as T”, za ktory teleso dopadne naspét na zem, potrebujeme vyriesit z(7") = 0.

To je ale transcendentné rovnica, ktorej rieSenie sa nedé zapisat pomocou elementérnych funkciiE |

2.2.3 Potencialové sily

V postupnosti komplikovanejsich problémov budeme Studovat sily, ktoré sa daju vyjadrit v tvare

F(z) = —d‘cfiix) (2.30)

pre nejaka funkciu polohy V' (z). Takéto sily sa vyskytuji velmi ¢asto a dobre sa s nimi pracuje. A ako
uvidime ¢oskoro, dévodom je, Ze pri pohybe pod ich posobenim sa zachovava energia.

Ak pozname posobiacu silu, mézeme funkciu V(x), ktorej sa hovori potencial, najst integrovanim

T

w@:—/dgm% (2.31)

0

pricom referenéna poloha xg urcuje, kde je hodnota potencidlu nulova. Tuto polohu mézeme zvolit
Tubovolne a dva potencialy, ktoré sa ligia len o konstantu, davaju to isté silové pole. Pohybova rovnica,

ktoru potrebujeme riesit, je potom
dV (z)

mi + o 0. (2.32)
Priklad 2.5. Ako vyzera potencial pre homogénne gravitacné pole, t. j. pre silu, ktord ma v kazdom
mieste hodnotu F(x) = —mg? O
RieSenie. PouZijeme vztah a dostaneme
x
V(z) = / dé mg = mg(x — xp) . (2.33)
o

Nulovy potenciél je v mieste x = xp, kde sa zvicsa voli pociatok sturadnic, ¢im pre homogénne pole

dostaneme V(x) = mgzx. [

Priklad 2.6. Ako vyzera potencial pre matematické kyvadlo, t. j. pre teleso viazané na kruZnicu

polomeru [ v gravita¢nom poli z prikladu O

Navod. Toto je trochu predbiehanie, lebo ide vlastne o dvojrozmerny problém s viazbou. Ale verim,

7e sa z toho dajak vysomarite. |

Zakon zachovania energie. Zatial bez viacSej motivacie podme Studovat vyraz

E:%m@F+V@% (2.34)

18 Ak mate sktsenosti s poruchovymi vypoctami, mozete ju skusit vyriesit takto a zistif, ako d'aleko sa dostanete.

Presné rieSenie sa d4 zapisat pomocou takzvanej Lambertovej W funkcie.
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ktorému budeme hovorit energia a jeho prvej polovici kinetickéa energia. Zaujimat nés bude, ako sa tato
veli¢ina — ide o fyzikalnu Veliéinﬂ v zmysle Casti [1| - bude menit v ¢ase. Poc¢itame

. 1 ... dV(z)dx . . dV(x)
5 2E% + i (mx + . 0, (2.35)

kde sme V(z) = V(x(t)) derivovali ako zloZentu funkciu a v poslednom kroku sme vyuzili platnost pohy-
bovej rovnice . Energia sa teda pri pohyboch riadenych pohybovou rovnicou nemeni a zostava na
hodnote mw3 /2 + V (zo). Men{ sa vSak rozdelenie celého balika energie medzi potencialovii a kineticki
cast a kedZe kinetick4 energia nemoze byt zaporné, teleso sa nikdy nemoze nachadzat v miestach, kde
je potencial vyssi ako hodnota E.

Zo vztahu pre potencial vidime, Ze sucin sily a (infiniteziméalnej) zmeny polohy telesa mé
interpretaciu ibytku potencialnej energie, ak sila posobi v smere zmeny polohy, a jej prirastku, ak proti
nemu. KedZe sa energia zachoviva, musi sa presne o tito hodnotu zmenit kinetickd energia telesa.
Su¢inu F's sa na strednej Skole hovorilo praca. My s tymto pojmom pracovat nebudeme a budeme
skor hovorit o zmenach energie pod vplyvom sily. Povedzme len, Ze rozdiel medzi tymito dvomi vecami
je dolezity pre sily, ktoré nie st potencialové.

Po formélnej stranke existencia zachovavajicej sa veli¢iny znizuje rad rovnice, ktora potrebujeme
riesit, lebo ide o $pecidlnu podmienku, ktord musia rieSenia rovnice spliat. Inak povedané, na

rovnicu ([2.34]) sa d& pozerat ako na rovnicu pre &, ktora vieme integrovat a dostaneme

g&:i,/%(E—V(x)) - dt=t— do - t:i/dx ! L (2.36)
Vo [E = V()] VB = V()]

Logika druhého vztahu je jednoducho t = s/v. Co moze byt trochu méitice, je znamienko + v tychto
rovniciach. Zachovanie energie ndm hovori ¢osi o velkosti rychlosti, ale nie o jej smere. TakZe to, ¢i je
rychlost kladné alebo zaporné, musime do rovnice vlozit rukou. V druhom vztahu to znamené tolko,
Ze Gasovy krok dt je vidy kladny, ale priestorovy krok dz méze byt kladny alebo zaporny podla toho,
ktorym smerom sa teleso hybe. Aby sme tento rozdiel napravili, niekedy musime vloZit na pravi stranu
znamienko minus. Treti vztah je potom trochu tricky, lebo v réznych ¢asoch moéze byt toto znamienko
rozne. Treba si teda dévat pozor pri jeho pouZivani, najméi v situdciach, ked je Sanca, Ze sa bude smer
pohybu menit.

Este moze byt trochu méttuca forma, v ktorej je posledny z vyrazov uvedeny. Neurdity integral
na pravej strane v sebe skryva konstantu, ktort musime nastavit tak, aby v ¢ase t = 0 bola hodnota

polohy x¢. Rychlost vy je potom dané hodnotou energie E. Niekedy je rozumnejSie pisat to v tvare

z(t) 1
t= d¢ , 2.37
/. 2BV () -

kde sme zmenili oznaCenie integracnej premennej, aby nedochadzalo k zmétkom, a explicitne sme

urcitého integralu

naznadili ¢asovu zavislost polohy z. Oplati sa dobre si rozmysliet vyznam tohto vztahu a rozdiel medzi
nim a (2.36)). A k tomu moze pomoct tento priklad.

19Rozmyslite si, Ze oba s¢itance v (2.34) maja rovnaky rozmer.
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Priklad 2.7. Za aky ¢as dopadne teleso volne pustené z velkej vysky H na planétu hmotnosti M a

polomeru R v jej gravita¢nom poli? O

Riesenie. Zvolime si stred saradnicovej stistavy v strede planéty a polohu telesa oznac¢ime x. Poten-

GMm

cidlna energia v gravitatnom poli planéty je V(r) = —==

Na vypocet casu padu pouzijeme vztah (2.37). KedZe teleso pada k planéte, jeho poloha = sa

zmensuje a rychlost & je zaporna. Musime preto zvolit zaporné znamienko pred odmocninou:

d
dt = — i . (2.38)

S E-V(@)]

Cas dopadu T ziskame integraciou od pociato¢nej polohy o = R + H po kone¢nt polohu na

povrchu z = R:

dx dx

/R+H \/ _GMm _ (_GMm) / \/QGM 1_ 7)

R+H R+H

_ JH LR /L
=\ “saar /R/(MH) a4/ ¢ - (2.39)

To je vysledok v tvare stucinu charakteristického ¢asu tlohy a funkcie bezrozmerného parametra.
Tento integral sa da vyriesit substitiiciou & = cos? ), ktora ho po tpravach prevedie na integrovanie

goniometrickych funkcii. Vysledny ¢as dopadu je:

(R+H)3 / HR
T= 2GM arcsin R TH R+ H? (2.40)

AKk4 cast tohto vysledku sa dala odhadnut rozmerovou analyzou? Aké rozumné pribliZenia vieme v

tomto vztahu spravit a ako vtedy vyzera vysledok?

K rovnakému integralu a vysledku sa neskér prepracujeme aj pomocou Keplerovych zakonov. M

Fazové portréty. Predtym, ako sa pustime do analyzovania konkrétnych potencidlov, podme sa
pozriet na to, ¢o vieme povedat o pohyboch vo vieobecnom potenciali. Nebudu néas zaujimat konkrétne
detaily pohybu, ale jeho kvalitativne charakteristiky. Zastavi sa pohyb telesa? Bude sa pohybovat
periodicky, utec¢ie do nekone¢na? Kedy sa bude pohybovat rychlo a kedy pomaly? Pre aké pociatocné
podmienky budt pohyby viac-menej podobné a pre ktoré sa budu kvalitativne odliSovat?

Zatneme teda tym, Ze sa budeme pozerat na rozne pociatoéné podmienky v danom potenciali. A
na uplny zaciatok budeme vzdy brat pociatoéni rychlost nulova, t. j. teleso kdesi volne polozime a

budeme sledovat, ¢o sa s nim deje. A pre konkrétnost si zoberme na tvod potencial
V(z) = Azx(z? —12) , (2.41)

s predpokladom vhodne rozmerného A > 0.
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Obr. 1: Cierna dara je potencial V(z) = Az(z® — 12), pre ktory V'(z) = 3Az% — 124, Gervena je
hodnota potencidlu v lokdlnom maxime x = —2 a sivé ¢iarkované ¢iary st paraboly Taylorovho rozvoja

do druhého radu v okoli lokdlnych extrémov. Vyznam v8etkych tychto ¢iar sa ukaze za chvilu.

Obréazok [1] a analégia s gravitaénym polom st trochu méatiace. Hmotny bod sa pohybuje v jednom
rozmere, takZe na priamke. Ziadny druhy rozmer, a teda pohyb hore/dole, tu nie je. Najlepsie sa to da
predstavit tak, Ze sa na cela situaciu pozerame zhora a vidime iba pohyb vo vodorovnom smere.

Polozme si teraz takito otazku. Co sa bude diat s telesom, ked ho poloZime s nulovou rychlostou
do potencialu ako na obrazku? MoéZete nad tym skiusit najskér porozmyslat samostatne. Kvalitativne

rozne odpovede si tieto:

e Ak zvolime xg < —2, na teleso bude posobit zaporné sila a rozbehne sa smerom dolava. Pri tomto

pohybe sa bude sila zvacSovat a teleso bude postupne zrychlovat a jeho pohyb nic¢ nezastavi.lﬂ

e Ak teleso poloZzime na miesto xg = —2, poésobi na neho nulova sila a pri nulovej pociatocnej

rychlosti sa nebude hybat. Ide o rovnovaznu polohu a rieSenim pohybovych rovnic je statie.

e Ak teleso polozime na miesto zp € (—2,2), pod posobenim kladnej sily sa rozbehne doprava.
S nenulovou rychlostou prejde cez bod 2, kde na neho pdsobi nulova sila, ale zotrvacnostou sa
bude pohybovat dalej. Tam ho uz bude spomalovat zaporné sila a postupne zastavi v bode x1,

v ktorom bude mat potencial rovnaki hodnotu ako v bode x.

Od tohto momentu sa bude pohybovat tplne rovnako ako doteraz, len bude robit opaéné kroky
a v kazdom mieste pri danom dt spravi namiesto pévodného kroku dz novy krok —dz. Pohyb
z miesta 1 do miesta zg bude teda vyzerat ako pohyb z x¢ do z1, len pusteny spét v Case. Az

kym teleso nedosiahne zas a znovu bod xg, ked sa cela situacia zresetuje a za¢ne opakovat.
V tomto pripade bude teda teleso konat periodicky pohyb a periédu tohto pohybu by sme vedeli
dopoditat zo vztahu ([2.36)).

e Ak zg =2, na teleso bude opét posobit nulova sila a teleso zostane stat. O tom, ¢m sa tato

rovnovéazna poloha 1isi od bodu —2, si povieme niZsie.

20Formalne je rieenim rovnice pohyb, ktory dosiahne nekoneénti rychlost a nekoneéni vzdialenost v koneénom case.
Po matematickej stranke by sme potrebovali tento pohyb pre dalsie ¢asy nejak rozsirit. Po fyzikalnej stranke podobné
nekoneéné znamenaja, Ze na§ matematicky popis v nejakom momente prestal popisovat skutoéni fyzikalnu situaciu a v

skuto¢nom svete by sa teleso dostalo do rezimu, kde uz jeho pohyb dany potenciil dobre nepopisuje.
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e Pre podiato¢né polohy medzi 2 a 4 sa opakuje situacia s zg € (—2,2), len so zaciatkom v inej

faze periodického pohybu.

e V tomto momente by sme uz mohli byt dost zruéni na to, aby sme pohyby s zg > 4 zvladli
ako jednohubku. Zaporné sila smerom dolava bude teleso zrychlovat az do bodu x = 2, odkial
sa bude pohybovat stile dolava, ale bude spomalované kladnou silou. Bude v8ak mat privela
energie a do bodu —2 sa dostane so zapornou rychlostou, prejde cez tento bod a bude pokracovat

v zapornom smere urychlované zapornou silou.

e Ostava si rozmysliet, ¢o sa udeje v pripade, ked xg = 4. AZ do bezprostredného okolia bodu
x = —2 to bude vyzerat rovnako ako v predchadzajucom bode. Ale s tym, ako sa bude teleso
k —2-ke priblizovat, bude spomalovat a podla zakona zachovania energie by malo mat
presne v tomto bode nulova rychlost. Priklad to od vas bude chciet dokizat poriadnejsie,
ale aj neporiadne na prstoch sa da uvidiet, Ze pohyb telesa do bodu —2 v tomto pripade potrva

nekonecény cas.

Dokaz pdjde sporom. Predpokladajme, Ze to konecny ¢as potrva. Od tohto momentu bude teleso
stale stat v tomto bode podobne ako v situécii s g = —2. Na tom je ale Cosi super zvlastne. Ako
mozu dva pohyby s réoznymi pociatoénymi podmienkami vyzerat takto rovnako? Ak by sme sa
na obrazky filmu tychto dvoch pohybov pozerali v opatnom smere — ¢as by sme nechali bezat
opacnym smerom — dlho by vyzerali rovnako, az by sa v jednom momente v jednom pripade
teleso rozbehlo a druhé zostalo stat. To je v rozpore s jednozna¢nostou rieSenia diferencialnych
rovnic a tym padom predpoklad nemédze byt spravny. Teleso sa z bodu 4 do bodu —2 nemdze

dostat za konecny das.

Mohli by sme sa podobnym spésobom zamysliet nad tym, ¢o sa deje s pohybmi, ktoré nemaju
nulovit poc¢iatoc¢nu rychlost, ale k tomu sa dostaneme trochu inak, a ovela elegantnejsie, o chvilu
pomocou fazového portrétu. Podme si ale najskor zdoraznit intuitivny a dolezity rozdiel medzi bodom
—2 a2

Ked si posvietime na Taylorov rozvoj potencialu v okoli tychto bodov, dostaneme

B dVv (z) 1 d?V(x)
Vie) =V(2)+ dx xzz(x_2)+§ dx? xzz(m—2)2+-.-
~ —16A + 6A(x — 2)? (2.42)
B dV (z) 1 d?V(z)
V@ =V T @y | @
~ 164 — 6A(z +2)? . (2.43)

Pre x blizko tychto bodov mézeme teda nahradit potencial parabolou, ktora v lokdlnom minime
smeruje nahor a v lokidlnom maxime nadol. V lokdlnom minime bude teda pri vychyleni telesa z rovno-

vaznej polohy posobit sila smerom naspéi@ a pohyb telesa bude pre malé vychylky viazany na okolie

21Pre silu dostavame F = —V' = —12A(z — 2), &o je zaporné pre = > 2, t. j. sila dolava a tym padom smerom k 2, a

kladné pre x < 2, t. j. sila doprava a opédt smerom k 2.
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tohto bodu. V lokdlnom maxime posobi po malom vychyleni sila pre¢ od pdévodnej polohy a teleso
bude utekat pre¢. Tymto situdcidm sa hovori stabilné, resp. nestabilné rovnovaha.

O tom, ¢ parabola, ktord aproximuje potencial v okoli lokidlneho extrému, smeruje nahor alebo
nadol, rozhoduje druhé derivacia. Konkrétne jej znamienko.

Vsetky tieto pohyby a rozdiely medzi nimi sa daju velmi dobre vizualizovat v rovine (z,p), kde
p = muv je hybnost. Je dobry dévod, pre¢o namiesto rychlosti uvazovat hybnost, uvidime ho v druhom
semestri. Zatial je to viac-menej jedno a jediny rozdiel je v preskalovani hmotnostou m. KedZe obrazky

budeme kreslit iba kvalitativne, nebude hrat toto preskalovanie Ziadnu dlohu.

e Druhy z pohybov je iba statie v mieste x = —2, takze v nasom diagrame bude reprezentovany
iba bodkou (—2,0). Rovnako bude bodkou v mieste (2, 0) reprezentovany "pohyb” s po¢iato¢nou

polohou zg = 2 a nulovou rychlostou.

e Ako vyzera prvy pohyb? Teleso sa z miesta o < —2 zaéne pod pdsobenim zapornej sily rozbiehat
dol'ava, jeho poloha aj rychlost teda buda naberat ¢im d'alej zapornejsie hodnoty. Reprezentované
to bude ¢iarou, ktora startuje v bode (z9,0) a smeruje nadol a dolava. Rozmyslite si, ze tato

Ciara prichadza aj so Sipkami, ktoré naznacuji, akym smerom sa teleso po ¢iare pohybuje v Case.

e Podme na treti pohyb. Zo zaciato¢ného bodu (zo,0) teleso ziskava kladnu rychlost a jeho sirad-
nica sa zvacSuje, Ciara teda bude smerovat nahor a doprava. Pre x = 2 teleso dosiahne maximalnu
rychlost, ¢iara sa vyrovna a aj ked sa jeho stradnica bude dalej zvacSovat, rychlost uz bude klesat
a Ciara bude smerovat nadol, az v niektorom x < 4 pretne z-ovia os. Teleso zastalo a od tohto
momentu sa bude vracat spat zapornou rychlostou, ¢iara pdjde nadol a dolava. Opéat dosiahne
v lokédlnom minime potencidlu najvacsiu velkost rychlosti, ¢iara sa opat vyrovna a odtial sa
smerom nahor vrati do pociatoéného bodu. Aj tato ¢iara si vdaka parametrizacii ¢asom nesie

struktaru sipok, ktoré smeruju v smere hodinovych ruci¢iek. Rozmyslite si preco.

e Vratme sa k prvému pohybu. Vidime délezity rozdiel medzi dvomi druhmi ¢iar, ktoré zatial mame
nakreslené. Periodické pohyby st uzavreté, zatial ¢o prva ¢iara prudko zacina v pociatoénom
bode. Na to samozrejme nie je ziadny doévod a aj tato ¢iara mé predlzenie do hornej polovice
diagramu. Jednym sposobom, ako ju ziskat, je nechat bezat ¢as v opa¢nom smere a pozriet sa,
¢o sa s telesom, ktoré skoncilo v polohe (zg,0), dialo v minulosti. Alebo si rozmysliet, Ze horna

¢ast Ciary musi byt zrkadlovym obrazom tej spodnej.

e Ako vyzera Gara pre pohyby, ktoré zacinaja v xop > 4, aj s predlzenim do zapornych asov, si uz

skuste rozmysliet samostatne.

e Coales pohybom, ktory zacina v zy = 47 Teleso sa zacne rozbichat dolava, ¢ara pdjde teda na-
dol. Teleso bude mat najvacsiu rychlost, a teda ¢iara pohybu bude vodorovna, pre x = 2, odkial
teleso spomaluje, az v nekone¢nom ¢ase zastavi v bode (—2,0). V 8ipkach, ktoré reprezentuji
parametrizéiciu Giary ¢asom t, to vyzera tak, Zze sa smerom k tomuto bodu zhustuji. Ostava nam

este predizit tento pohyb do zapornych ¢asov, ¢im opit dostaneme pohyb, ktory v zapornom
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Obr. 2: Vysledny fazovy portrét pre pohyb v potenciali (2.41)).

¢asovom nekonecCne zacina v bod@ (—=2,0). Vsimnite si, ako ¢iara oddeluje dve oblasti fazo-
vého portrétu s kvalitativne roznym spravanim. Podobné dve ¢iary budu este do bodu (—2,0)

prichddzat zlava a tym je fazovy portrét kompletny.

Takto vznikne obrazok, ktory v sebe zahfha vSetky mozné pohyby, ktoré teleso vie vykonavat. Je
to teda dokonanie programu z rovnice (1.1)) s explicitnym vyobrazenim ¢iar, o ktorych sme rozpravali.
Predchadzajuci fazovy portrét je na obrazku |2, Jednoducho si v iom néjdeme bod (zg, po), v ktorom
teleso zacina v ¢ase t = 0, a potom ho uZ len nechame nasledovat ¢iaru konstantnej energie. Tieto ¢iary
sa nepretinaju kvoli jednoznacnosti rieSenia pohybovej rovnice. Spravanie telesa v okoli rovnovaznych
bodov je generické a v Tubovolnom potenciali to pre lokilne maximum /minimum vyzera rovnako. Co
je rozne, je sposob, akym si tieto veci pospajané v celom portréte.

O fazovych portrétoch by sa dalo rozpravat este vela, toto nam ale bude stacit, mame pred sebou
eSte dlhi cestu. Spomenme uZ len, Ze existuju aj vo viacerych rozmeroch, kde sa uz ale nedaju takto

jednoducho nakreslit.
Priklad 2.8. Ako vyzera fazovy portrét potencialu pre konstantnd silu? O
Priklad 2.9. Vysetrite pohyb v jednorozmernom potenciélﬂ

V(z) =V [(z/R)* — 4(z/R)* — 2(x/R)* + 12(z/R) — 5] . (2.44)

To znamené:

227, fyzikalneho hladiska je samozrejme kladné aj zaporné &asové nekoneéno trochu hlapost. Korektné tvrdenie by v
sebe obsahovalo slova ako ”pohyb, ktory za¢ina l'ubovolne blizko k bodu (—2,0)”.
23 Ako cviCenie tieZ uréite rozmer vetkych vystupujacich konstant.
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e Nijdite rovnovazne polohy a vySetrite ich stabilitu.

e Kvalitativne charakterizujte mozné pohyby pre roézne hodnoty poc¢iatocnej polohy xzg v pripade

v(0) = 0 a nalrtnite fazovy portrét pre pohyb v tomto potenciali.

Priklad 2.10. Ako by vyzeral vieobecny postup, ako analyzovat akykolvek potencial? O

2.2.4 Harmonicky oscilator

Linearny harmonicky oscilator (LHO). V tejto casti dokladnejsie prestudujeme pohyb v okoli
lokalneho minima, ako napriklad . Zatial iba s touto motivaciou. Sturadnice zvolime tak, aby bol
extrém v mieste x = 0, a zvolime potenciél tak, aby bol v tomto mieste nulovy. Mame teda do ¢inenia
s potencidlom

1
V(z) = §mw2x2 , (2.45)

kde sme explicitne pridali hmotnost m a zvysnou volbou parametrov sme zdoéraznili, Ze ¢islo stojace

pred z? je kladné. Sila posobiaca na teleso je potom

F(z) = _d‘cfi;a:) = —mw’x (2.46)

a ako sme uz raz videli, to znamena kladnu silu pre zaporné vychylky a naopak, t. j. silu vracajicu

teleso spat do pociatku. Pohybova rovnica je teda
i =—uw’z (2.47)

a jej rieSenie najdeme tipovanim. Vidime, Ze rieSenim je ¢osi, ¢o ked dvakrat poderivujeme, dostaneme
spat to isté, len vynasobené konstantou. Pritom nam urcite napadni exponencialne funkcie, a teda

rieSenie v tvare z(t) = e, Ked toto dosadime do pohybovej rovnice, dostaneme
A2 =—w? = A=+iw. (2.48)

Druhy doélezity poznatok bude, Ze vdaka linearite rovnice modzeme tieto dve moznosti lubovolnym

sposobom sé¢itat a stale dostaneme rieSenie. To ma teda tvar
x(t) = Cre™! + Che™ ™t (2.49)

kde C'y 2 stt [ubovolné konstanty. Tymto tvarom vieme uspokojit dve pociatoéné podmienky pre polohu
a rychlost v ¢ase t = 0, a kedZe pre dané poc¢iatoné podmienky moze existovat iba jedno rieSenie, lebo
fyzika je len jedna, Ziadne iné rieSenie existovat nemoze.

Ked sa v8ak pozrieme na tvar rieSenia , hned v fiom vidime velky problém. RieSenie moze byt
komplexné! A to je vo svete plnom realnych ¢&isel velky problém. Ten sa da vyrieit dvomi sposobmi.
V prvom pristupe sa jednoducho zoberie iba redlna ¢ast rieSenia — ziskat realnu ¢ast je linearna operacia,

takZe aj redlna Cast je rieSenim poZzadovanej rovnice — a imaginarna ¢ast nech si robi, ¢o chce. V druhom
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pristupe si uvedomime, Ze pre redlne pociatoéné podmienky bude riesenie tak ¢i tak realne pre
vSetky Casy t.

Ten isty problém sa ukaZe trochu v inom Sate, ked si uvedomime, Ze konstanty C7 a Cs st kom-
plexné, a teda na ich urcenie potrebujeme Styri redlne ¢isla. Tie mame ale k dispozicii iba dve. Co
teraz? Mozeme povedat, Ze aj tak potrebujeme urcit iba redlnu cast rieSenia a na to nam stacia dve
¢isla. Alebo mdZeme povedat, Ze mame vlastne Styri redlne pociatoéné podmienky, lebo vieme, Ze
Im z(0) = Im v(0) = 0.

Vidime, Ze po prejdeni ¢asu T = 27w /w sa vychylka = dostane spat na ta istd hodnotu. Teleso
teda kon4 periodicky pohyb s touto periédou. To znie rozumne, lebo velka hodnota w znamena velké
podsobiace sily, ¢o znamena rychlo sa meniaci pohyb, a teda kratku periédu.

RieSenie sa déa prepisat aj do dvoch nasledujicich tvarov, z ktorych uz realnost vystupujtcich
konstant nejde skryt:

x(t) = Asin(wt) + B cos(wt) , (2.50)
z(t) = Xosin(wt + ¢p) - (2.51)

Rozny tvar rieSenia je vhodny v roznych situaciach. Napriklad (2.51)) prezradza, preco sa hovori o har-
monickom oscilatore — rieSenim je harmonicka funkcia. Rychlost telesa je & = Xow cos(wt 4 ¢p) a teda
opat v maximélnej vychylke ma teleso nulovi rychlost — s tym sme sa uz stretli@ Kineticka energia

telesa v Case t je

1 1
Eyin = §m:'v2(t) = §mX§w2 cos?(wt + ¢o) (2.52)
a potencialna energia v Case t je
1
Epot =V (2(t)) = inguﬂ sin?(wt + ¢o) - (2.53)
V sicte je teda energia
1
E = 5muPXg : (2.54)

a teda konStantna hodnota rovna potencidlnej energii v maximélnej vychylke. MozZete skusit overit, ze
to je to isté ako kinetickd energia v minime potencialu.

Este si povedzme, Ze ak by v potenciali bolo zadporné znamienko, a teda by sme vySetrovali
spravanie okolo lokdlneho maxima, rieSenie by malo tvar redlnych exponencial, a teda vo v8eobecnosti
neohranicené rieSenie. To by ale znamenalo, Ze teleso sa velmi rychlo vzdiali od okolia tohto bodu, a
tym padom aproximacia kvadratickym potencidlom prestane byt dobré. Z rieSenia mézeme zistit, ako
dlho sa systém v okoli nestabilnych rovnovaznych bodov zdrzi, ale inak nemé pre velké ¢asy velky

prakticky vyznam.

Priklad 2.11. Vypocitajte, aka cast periody stravi harmonicky oscilujtce teleso viac ako polovicu

amplitady od rovnovaznej polohy. O

24 A stretavaju sa s tym Zeriavnici/cky, ktori to vyuZivaju na zastavenie hompalajtceho sa zévazia, alebo artisti/tky v

cirkuse pri réznych trikoch.

38



Priklad 2.12. Ukazte, ze pre zadant hodnotu energie F je trajektoriou harmonického oscildtora vo

fazovom portréte elipsa. O

Priklad 2.13. Vypocitajte periédu kmitov harmonického oscildtora priamo zo zdkona zachovania

energie. Na to si rozmyslite, Ze vztah pre periddu je

o 1 1
T=4 dx , Viz) = —mw?a? (2.55)
! V2 V(o) - Vi) 2

a integrél vypocitajte. O

Priklad 2.14. Ako sa bude pohybovat harmonicky oscilator, na ktory posobi konStantna sila? Pre

jednoznac¢nost nech je to gravitacna sila —mg. O
RieSenie. Mohli by sme riegit pohybovi rovnicu

mi = —mw?x —mg , (2.56)
ale ukazeme si efektnejsi postup. Potencial takéhoto pdsobenia je

1
V(z) = imw2x2 + mgzx (2.57)

a ten sa d4 doplnenim na uplny Stvorec prepisat na

Vix) = %mwz(x —20)2+ 1} . (2.58)

Je teda hned jasné, Ze teleso bude zas kmitat a opit s rovnakou peridédou ako predtym. Jediné, ¢o sa
zmeni, je, ze konstantna sila zmeni polohu miesta, okolo ktorého teleso kmita.

Minimum potencidlu sa nachadza v mieste, kde je nulova derivécia, a teda

—mw?rg —mg=0 = x¢= —% , (2.59)
w

¢o nas privadza k rieSeniu
(1) = —% + Xosin (wt + do) . (2.60)

Skor, ako sa pustime dalej, si eSte povedzme, Ze najcastej$im modelom linedrneho harmonického
oscilatora je pruzina. To je dlhy natoceny drot, ktorého malé deformécie spésobuji, Ze sa drot chece
vratit do povodnej polohy a posobi proti deformaécii silou F' = —kAz, kde k je charakteristika pruziny,
ktorej sa hovori tuhost, a Az je zmena dlzky pruziny. Tak dostavame potencial v tvare V (z) = %ka, a
teda pre dani pruzinu w = \/% To je Cosi, s ¢im mame trochu skiisenost — tazsie telesa na pruzinach
kmitaju pomalSie a naopak, rovnaké teleso bude kmitat rychlejsie na tuhsej pruzine.

A teraz pride klucova veta tejto Casti. To, ¢o sme prave spocitali, je velmi, ale velmi dolezité.
Dovody st dva. V prvom rade je linearny harmonicky oscildtor jeden z mala systémov, ktoré sa daju

uplne dopodcitat. Pohybova rovnica (2.47) je dost jednoduché na to, aby sme vedeli najst jej presné
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rieSenie. Takych veci je vo fyzike malo a vzdy, ked na nejakt takt narazime, treba si to pamétat a
vazit si to.

Druhym dévodom je to, Ze vSetky systémy sii, dostatocne blizko k stabilnej rovnovaznej polohe,
velmi dobre touto rovnicou popisané. A jej rieSenie pre ne teda bude, asponl v nejakom rozumnom
priblizeni, relevantné. Ak mame teda teleso, ktoré sa pohybuje v malom okoli svojej rovnovéaznej polohy,

bude vykonavat harmonické kmity s uhlovou frekvenciou

w= V/;Eim) : (2.61)

Priklad 2.15. Rozmyslite si, ze matematické kyvadlo je dané potencialom

V(z) = mgl (1 —4/1- a;j) . (2.62)

Najdite peridédu jeho malych kmitov. O

Riesenie. Pre potencidlnu energiu len prepiSseme potenciél v homogénnom gravita¢nom poli pre teleso,

ktorého stiradnica je viazana na kruznicu

e
V(z) = mgz = mgl(1 — cos ) = mgl (1 —4/1- 12> , (2.63)
kde x je vodorovna vychylka. Toto teraz derivujeme, minimum oznaéime xy a nijdeme hﬂ
dv mgxr
PR e 0 (2.64)
>V mg 2 1 mg
—_— =t Mg = — 2.65
B pryes -7 OB (209
z ¢oho a z ([2.61]) dostaneme pre periédu
2 2 l
rT="2 T _on/l. (2.66)
w mg/l g
m

Tento vysledok sme uz raz dostali rozmerovou analyzou ([1.15)), ale bez faktora 27. Pripadne sme sa
mohli pozriet na potencial (2.62)) a spravit rozvoj pre malé /I a priamo identifikovat parameter w. W

Tlmeny harmonicky oscilator. Teraz dame dohromady dve sily, ktoré sme zatial $tudovali. Po-
zrieme sa na harmonicky oscilujice teleso, na ktoré posobi odporova sila timerné rychlosti. Pohybova
rovnica je teda

mi = —mwix — Ki (2.67)

a jej rieSenie budeme opét hladat v tvare e*. Dostaneme

2
A2—_2_"y A=_" 4y 2_(i) . 2.68

Tu mame tri kvalitativne rézne moznosti podla znamienka vyrazu pod odmocninou:

258ymbol < éitaj ,mé byt rovné*.
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Obr. 3: Nalavo priebeh polohy netlmeného, dvoch tlmenych a pretlmeného oscildtora pre rovnaké
hodnoty wgy s g = 0 a réznym vg. Napravo priebeh polohy netlmeného, dvoch tlmenych, pretlmeného

a kriticky tlmeného oscilatora pre rovnaké hodnoty wg s vg =0 a xg = 1.

e Ak w% > (%)2, tak je vyraz pod odmocninou kladny a dostédvame

z(t) = e 2mt (Clemt + C’ge_mt) (2.69)

o 2 ) . . o .
s oznacenim () = \/wg — (%) . Teleso teda vykonava kmitavy pohyb s o ¢osi mensou uhlovou

frekvenciou ako bez tlmenia a exponencidlne klesajicou amplitidou.

e Ak w% < (%)2, tak je odmocnina imaginarna a dostaneme

z(t) = e 2m’ (C1eV! + Coe™Y) (2.70)

s oznaCenim W = \/—w(z) + (ﬁ)2 Toto je funkcia, ktord nie je periodicka a kedze W < g,

exponencidlne upada. Tomuto sa hovori pretlmeny oscilator.

. ) 2 L. S ) . - ) .
e V hrani¢nom pripade w% = (ﬁ) nam jedno rieSenie chyba. To méZeme najst napriklad variaciou

konstant a dostaneme, Ze vSeobecne je rieSenie v tvare
z(t) = e"2mt (C1 4 Cot) . (2.71)

Aj tu ide o pohyb bez kmitania, ktory tiez exponencialne upadne, a to pri danom wqg najrychlejsie

zo vSetkych hodn6t tlmenia. Tomuto sa hovori kriticky tlmeny oscilator.

Priebehy vSetkych tychto funkeii pre rozne hodnoty parametrov si zobrazené na obrazku [3|
UZitoénost tohto modelu si ukdZeme na priklade tuknutia do vinového pohara. Ten méZeme modelo-
vat ako tlmeny harmonicky oscilator. Ide iba o model, kde potencialovy ¢len reprezentuje komplikované
sily v pohéri, ktoré po tuknuti a vychyleni pohéra z rovnovahy spoésobuji jeho vibrovanie. Sila tlmenia
modeluje sily, ktoré z tohto vibrovania odoberaji energiu a postupne ho tplne zastavia. Zo vztahu pre
Q) vidime, Ze pre silnejsie tlmenie by sme mali dostat kmitanie, a teda aj zvuk, s mengou frekvenciou —
hlbsi ton. (Poznamka: Pri skutoénom naliati vody do pohéra sa okrem tlmenia navyse vyrazne zvysi aj

efektivna hmotnost vibrujuceho systému, ¢o prispieva k zniZeniu frekvencie tonu este viac). To sa Tahko
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overi napriklad tak, Ze do pohéara nalejeme trochu vody, ktord bude efektivnejsie odoberat kmitaniu
skla energiu ako vzduch. Tiez vidime, Ze pre dostatoéne vel'ké tlmenie by kmitanie malo tGplne prestat
a namiesto sustavného zvuku by sme z pohara mali po¢ut len jeden duty zvuk. Ak nebude stacit voda,

9 v

mozete skusit do pohara nasypat ¢osi tazsie, napriklad ryzu.

Budeny harmonicky oscilator a rezonancia.

»Porozumiet rezonancii znamena porozumiet

fyzike.*

MARTIN Mo0JZIS

Ako naznacuje motto tejto ¢asti, ide o dolezitu vec ®. K rovnici tlmeného oscilatora pribudne na

pravej strane vonkajsia sila, t. j. budeme riesit pohybovid rovnicu
mi = —mwix — ki + F(t) . (2.72)

KedZe ide o linearnu rovnicu, ak je funkcia z; rieSenim pre silu F; a funkcia xo pre silu Fy, pre silu
F} + F5 najdeme rieSenie jednoducho ako 1 + 5. KedZe I'ubovolnt rozumne slusnt funkciu vieme
zapisat ako Fourierov integré F(t) = [ dwF(w)e™, budeme vysetrovat rovnicu pre vonkajsiu silu v

tvare F(t) = Fpe™!. Riesenie budeme hladat v tvare
z(t) = Xoet . (2.73)

Jeden z dévodov je, ze otakavame, Ze teleso bude pri svojom pohybe nejak nasledovat budiacu silu.

Druhy je taky, Ze ak najdeme nejaké rieSenie, jednoznacnost rieSenia zabezpeci, Zze d'alej hfadat nemu-

sime. Isto ste si v8&imli, Ze opét pracujeme s komplexnymi veli¢inami tam, kde by sme ocakavali realne.

S potesenim mozeme ale skonstatovat, ze ak ¢leny Fpe™! vyskladaji realnu silu, aj rieSenie bude realne.
Dosadime do pohybovej rovnice, upravujeme a dostaneme

E E .
T e el @74
W] o ()

kde sme v druhom kroku prepisali komplexné ¢islo Xg v tvare redlnej amplitidy a komplexnej fazy,

ktora je
KW
t =, 2.75
O W %7

pricom faza ¢ lezi medzi 0 a 7 (pre w > wy je vdcSia ako 7/2). Dostali sme teda rieSenie, ktoré je
periodické s periddou rovnakou ako budiaca sila, ale je oproti nej fazovo posunuté. Ked sa pozrieme
na maximalnu vychylku, t. j. velkost X, ako funkciu frekvencie w, tak vidime, Ze to je funkcia, ktora
ma maximum v okoli w ~ wy. Sirka a vyska tohto maxima je dana tlmenim x a pre malé tlmenia je
maximum uzke a vysoké, ako na obrazku [4

Tomuto javu sa hovori rezonancia. A podobne ako v pripade pohara v predchadzajucej Casti, je

toto velmi dobry model pre mnoho systémov. Napriklad samotny vinovy pohéar, o ktorom ste mozno

26pre periodické funkcie to bude diskrétna suma, Fourierov rad. Ak toto tvrdenie nepoznate, skiste ho zobrat ako

fakt, pripadne si o fiom ¢osi pohladajte.
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Obr. 4: Rezonan¢né krivky pre rozne hodnoty tlmenia, t. j. maximalna amplituda z (2.74]) ako funkcia

w.

poculi, Ze sa da pri troche snahy rozbit iba zvukom. Vtedy méa budiaca sila podobnu frekvenciu, ako
je vlastna frekvencia pohéra (tak sa hovori wy), a vychylka pohéara presiahne medzu jeho pevnosti.
Inych prikladov je vo svete ozaj vela, tu spomeiime e$te dva. Jednym zaujimavym si extrémne vysoké
prilivy v niektorych zalivoch. Tie nastavaju vtedy, ked prirodzené kmitanie vody v zalive (podobne
ako vo vani) mé rovnaku periddu ako striedanie prilivov a odlivov. Druhym s niektoré struktary v
prstencoch Saturnu. Prstence st tvorené z malych kiskov materidlu a obiehajt okolo planéty. Ak sa
najde mesiac, ktory ma periédu v nejakom rozumne celo¢iselnom pomere k periéde daného kisku,
svojim postupnym gravitaénym posobenim zmeni jeho drahu. Kisok sa dostane do inych miest, kde
uz ale bude obiehat s inou periddou a rezonancia sa pokazi. Takto na niektorych miestach vycistia
mesiace prazdny pas a vznikni niektoré z charakteristickych medzier.

Logika toho, ¢o sa deje, sa najlepsie vidi na priklade hojdacky. Hojdacka je matematické kyvadlo s
danou vlastnou frekvenciou. Ak ¢loveka, ktory sa na hojdacke hojda, vidy v tom istom bode trajektorie
malo postréim (teda dodam silu nielen v spravnej frekvencii, ale aj v spravnej faze), dodam mu energiu
a jeho hojdanie bude o ¢osi vyraznejsie. Ak to isté zopakujem o d'alsiu periodu, hojdanie bude este
vyraznejSie. A znova a znova. Rezonancia znamené, Ze efekt vonkajSej sily sa pocas pohybu oscilatora
vhodne nasc¢ita a za vela period moze aj mala sila sposobit velky efekt.

Spominali sme Cosi o jednoznac¢nosti rieSenia. V rieSeni ale nie je priestor pre ziadne pocia-
to¢né podmienky. Problém je v tom, Ze toto nie je najvSeobecnejSie mozné rieSenie — ide len o Cast
rieSenia, ktord spésobuje budiaca sila. Ostava tu stale kmitavé rieSenie tlmeného oscilatora a kompletné

rieSenie je

2(t) = ot (Clemt i Cge*mt) 4 Fo piwt—¢) ’ (2.76)
myf (@ —w2)? + (2

pripadne iné verzia, ak je tlmenie prilis silné. Ak ste uz poculi slovd ako homogénne a partikularne

rieSenie, tak toto je presne ono. A tymto vieme splnit akikolvek pociatoéni podmienku, mame teda
najvSeobecnejSie mozné rieSenie. A 4no, toto rieSenie mdze byt komplexné. To ale nie je problém, lebo

pre realnu silu F'(¢) sa komplexné casti vykladaja tak, Ze dostaneme redlne riesenie. V kazdom pripade,
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nech sa deje, ¢o sa deje, po dostato¢ne dlhom Case Cast rieSenia s pociato¢nymi podmienkami upadne

a ostane nam len budené riesenie.

Priklad 2.16. V pripade k = 0 a w = wy dava rieSenie (2.76)) hluposti. Skuste sa vratit k jeho odvo-
deniu a rozmysliet si, kde je problém a ako v takomto pripade tiplné rieSenie najst. Potom skuste najst

rieSenie pre budiacu silu Fy cos(wot) a po¢iato¢ni podmienku z(0) = 0,v(0) = vg. Potom skuste to isté

rieSenie najst ako limitu k — 0 situédcie w = wp v (2.76) a pozorujte, ¢o sa deje. O
Navod. Situacia je tu trochu podobna ako pre kriticky tlmeny harmonicky oscilator. |

2.2.5 Zakon zachovania hybnosti a premenna hmotnost

Skor, ako sa pustime dalej, musime este splatit jeden dlh. Pravda je totiz tak4, Ze s pohybovou rovnicou
(2.1)) je to trochu komplikovanejsie. Nikde v tomto texte to nebude hrat tlohu, ale pre uplnost to treba
spomenut. Druhy Newtonov zakon presnejsie hovori, Ze sila sposobuje zmenu hybnosti, ¢o v jednom

rozmere znamena

d(mw)
dt

Ak méame jeden hmotny bod s fixovanou hmotnostou, vedie to na F' = ma. Ak sa vSak hmotnost meni,

=F. (2.77)

treba si davat pozor. K tomu iba jeden priklad a pojdeme dalej.

Priklad 2.17. Majme gulicku vody, ktora sa vo vodorovnom smere pohybuje v hmle. Hustota vody je
p, hustota vody v hmle pg, gulicka ma pociato¢nia rychlost vg a pociatoéni hmotnost M. Ako sa bude
pohybovat? O

RieSenie. Gulicka polomeru R za &as dt prejde drahu v(t)dt a naberie vodu z objemu 7R?v(t)dt. Z

m(t) = %WRSp a dm = pom R?v dt potom dostaneme

3 \2/3
dm = pom <> m?Budt . (2.78)
4mp

7 Newtonovho zdkona dostavame mo + 1w = 0, a tedaf’|

_ MUO

2.79
m== (279)
Z toho dostaneme rieSenie, po zapoc¢itani pociatoénych podmienok
2/3 3/4
m(t) = | = Muvopor | — t+ M (2.80)
3 4dp

a rychlost uz priamociaro z (2.79)). Dostali sme teda, Ze pre velké ¢asy bude rychlost gulicky timernéa
3

1. |

27Co by sme dostali aj zo zakona zachovania hybnosti, ale tieto slova este oficidlne nepozname.
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O cosi komplikovanejsia, ale o to beznejsia, je situacia, ked sa teleso zbavuje hmotnosti a tym
zrychluje. Také ¢osi sa vyuziva pri raketovom pohone. Raketa hmotnosti My nesie nejaké mnozstvo
paliva mg, ktoré postupne po infiniteziméalnych kaskoch vyhadzuje konstantnou rychlostou u vzhladom
na seba. Rovnica je potom Mo+ Mu =0, kde M je hmotnost rakety v ¢ase t. Na zaciatku M =
My + my, ked sa minie vietko palivo, M = M. Situaciu si treba trochu rozmysliet alebo sa o nej viac
doditat kdesi na internetoch. Dolezity vysledok je potom to, Ze potrebna hmotnost paliva exponencialne
rastie s poZzadovanou finalnou rychlostou. Tomu sa dé aj celkom dobre rozumiet, pretoze v kazdej faze
musime okrem samotnej rakety urychlovat aj palivo, ktoré bude pouzité v neskorsich fazach pohybu.

Na rovnicu mv + mv = 0 sa d& pozerat ako na rovnicu m& = —rhi, a teda na Clen za zmenu
hmotnosti ako na isti efektivnu silu. Sila je kladna, ak je zmena hmotnosti zdporna a pri danom Am
je tym vic8ia, ¢im vicsia je rychlost telesa. Ak teda Cosi manévruje tym, Ze sa zbavuje hmotnosti,

napriklad druZica, je vyhodné to robit pri velkych rychlostiach, ked to ma najvacsi efekt.

Dalsie ulohy

Priklad 2.18. VoIne padajtce teleso dopadlo na zem za 5 sekind. Z akej vysky padalo a akou rych-
lostou dopadlo?

Ciselna hodnota tiazového zrychlenia je priblizne g = 10m/s2. O

Priklad 2.19. Dve telesa sa nachadzaji jedno nad druhym vo vzdialenosti 10 m. Horné teleso volne

pustime a spodné teleso hodime nahor rychlostou 15m/s. Za aky ¢as a v akej vyske sa telesa zrazia?

Ciseln4 hodnota tiazového zrychlenia je stéle priblizne g = 10m/s?. O
Priklad 2.20. Vypoc¢tom najdite konstanty vo vysledku tlohy O
Vysledok.

2H v2 o)
T=~—[4/1 0 _ : 2.81
\/ g \/ + 2gH +/2gH ( )
|

Priklad 2.21. Teleso vrhneme nahor rychlostou vy v konStantnom gravita¢nom poli s tiaZovym zrych-

lenim —g. Na teleso posobi odporové sila timern4 Stvorcu jeho rychlosti. Budeme vySetrovat jeho pohyb:

e Dobre si premyslite znamienko v pohybovej rovnici

mi = —mg — Y.

7 tejto pohybovej rovnice najdite ¢asovy priebeh rychlosti. Do ktorého ¢asu bude tato rovnica

popisovat nas problém?

e Integrovanim predchadzajiceho vysledku najdite ¢asovy priebeh vysky telesa. Do akej najvyssej

vysky sa teleso dostane? Ako sa tento vysledok spréava pre malé ~7
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Priklad 2.22. Dokoncenie predchadzajticeho prikladu.

e NapiSte pohybova rovnicu pre pohyb smerom nadol a vyrieste ju podobnym postupom ako

v predchédzajtcej casti. V akom Case teleso dopadne? Akou rychlostou dopadne?
e Overte, Ze v oboch pripadoch ma teleso v najvyssom bode zrychlenie —g.

e Nakreslite graf funkcie v(t) pre cely pohyb. Porovnajte ho s grafom pre pohyb bez odporu vzdu-

chu.
O

Priklad 2.23. Na teleso hmotnosti m v jednom rozmere, ktoré sa nachadza v oblasti x > 0, posobi

sila o
m

N4jdite potenciél, v ktorom sa teleso pohybuje.
Ide o gravitacnua silu. Ukazte, Ze pre malé vzdialenosti h od zemského povrchu x = R je zdkon
V(h) = mgh désledkom Newtonovho gravitaéného zékona. Identifikujte g ako funkciu G, M, R. Najdite

d'alsiu opravu k tomuto zakonu. V akej vygke za¢ne byt podstatna? O
Navod. Taylorov rozvoj potencidlu okolo = = R. |

Priklad 2.24. Vysetrite pohyb v jednorozmernom potenciéli

a b

V(z) =mgl <1 —4/1- <?>2> x| <1,

To znamené:
e Nijdite rovnovazne polohy a vySetrite ich stabilitu.
e Pre stabilné rovnovazne polohy najdite frekvenciu malych kmitov okolo tejto polohy.

e Kvalitativne charakterizujte moZzné pohyby pre roézne hodnoty poc¢iatocnej polohy zg v pripade

v(0) = 0 a nalrtnite fazovy portrét pre dany potencial.
]

Priklad 2.25. Ukézte, Ze v potenciali V(z) = Az(2? — 12) je cas, za ktory prejde teleso s nulovou

pociatocnou rychlostou z bodu = 4 do bodu x = —2, nekoneé¢ny. O

Priklad 2.26. Vyjadrite konStanty v rieSeni pohybovych rovnic pre harmonicky oscilator

z(t) = Cre™! + Che ™" (2.83)
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pomocou pociatocnej polohy a pociatocnej rychlosti xg, vg. NapiSte toto rieSenie v tvare
x(t) = Asin (wt) + B cos (wt) (2.84)
a najdite vyjadrenie pre A, B cez xg,vg. Vyjadrite rieSenie v tvare
z(t) = Xosin (wt + ¢o) (2.85)

a najdite vyjadrenie pre Xy, ¢g cez xg, vp.
Ukazte, Ze pre redlne pociatoéné podmienky je rieSenie ([2.83) vzdy realne. ]

Priklad 2.27. Ak povazujeme matematické kyvadlo za harmonicky oscilator, priblizenie V(z) =
%mw2x2 plati len pre malé vychylky z. Ak je x¢p maximélna vychylka v z-ovom smere, bezrozmerny

parameter tlohy je £ = x/l a periéda kmitov méa tvar

T=f() g

Vieme, ze konstantny ¢len v rozvoji f(§) je 2m. Zo vztahu

xo 1
T=4 / dx ,
2
0 2 (V) - V(@)
s prislusnym V' (z) pre matematické kyvadlo, najdite dalsi netrivialny ¢len tohto rozvoja. O

Priklad 2.28. Ako sa bude pohybovat tlmeny harmonicky oscilator pre budiacu silu

o F = Fycos(wt) , FO

o F = Fjcos(wt) + Fi cos(3wt) ,

o 2mo 3t/o t
F -
. Fy pre t € (2km/w, (2k + 1)7/w) 0
[ ] =
—Fy prete ((2k+ )7/w, (2k + 2)7/w) Tretia sila
Pre aké vlastné frekvencie oscilatora nastane v tychto pripadoch rezonancia? O

Priklad 2.29. Skuste spocitat pripad kvapky z tulohy ktora v hmle pada nadol v gravita¢nom
poli. O

2.3 Hmotny bod vo viacerych rozmeroch

Od jednorozmernych problémov teraz prejdeme k viacerym rozmerom. KedZe nasg svet je trojrozmerny,
budd nas zaujimat najmé takéto situacie. Podobne ako v prvej Casti bude poloha telesa vektorom,
ktory budeme oznacovat sipkou Z(t), ktorého komponenty budu (z,y, z) a buda funkciami ¢asu. Obcas

budeme vynechavat oznacenie explicitnej Casovej zavislosti.
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Pohybova rovnica bude trojrozmernou verziou tej jednorozmernej, a teda
mE(t) = F(Z,1) . (2.86)
Asi netreba velmi vysvetlovat, v ¢om je to komplikovanejsia situacia ako v jednom rozmere. xz-ovy
komponent sily méze komplikovane zéavisiet od y-ovej alebo z-ovej stiradnice a teraz trojica rovnic bude
(modze byt) previazana. A ako uvidime, jediné situécie, ktoré budeme vediet ako-tak dobre popisat, buda
tie, kde sa rovnice daju rozviazat. V skuto¢nosti teda budeme riesit opét iba jednorozmerné problémy,

av8ak niekolko pokope.

2.3.1 Konstantna trojrozmerna sila

Postupnost problémov budeme mat rovnaku ako v predchadzajicej Casti a zacneme situéciou s kon-
Stantnou silou. Vieobecna kongtantna sila ma tvar F = (Fy, Fy, F.) a pohybové rovnice sa v tomto
pripade rozpadnu na tri nezéavislé rovnice, ktoré sa navzajom nerozpravaji. A teda tri nezavislé rovno-
merne zrychlené pohyby, ktoré sme Studovali v priklade Tu sa ale d& vhodnou vol'bou stradnic
zajst eSte dalej.

V hre mame tri vektory. Podiatoéni polohu Z(0) = #, podiatoéni rychlost 2(0) = @ a spomi-
nant silu F. MéZeme podiatok ststavy suradnic zvolit tak, aby Zp = (0,0,0) a potom moéZeme natocit
suradnicové osi tak, aby mala sila iba jeden nenulovy komponent, povedzme z-ovy a F= (0,0, F,).
Vol'nost, ktora nam pri tomto vybere ostala, je v ota¢ani zvysnych dvoch osi okolo z-ovej osi. Tym sa
nam podari vynulovat jednu, ale nie vSeobecne obe komponenty pociatocne;j rychlosti@

Tak sa ndm podarilo pohyb pod najvseobecnejSou konStantnou silou vyrazne zjednodusit a zo
spominanych troch rovnomerne zrychlenych pohybov spravit jeden rovnomernym a druhy statim. Not
bad.

Mohli by ste sa spytat, ¢i by sme tento trik pre premenlivii silu nemohli spravit “lokalne”. To
znamené v kazdom bode natocit kartézske sturadnice tak, aby sila vZdy smerovala v smere jednej z osi
a pohyb bol jednoducho rovnomerne zrychleny. Vela slov tomu nevenujeme, koho to zaujima, méze si to
poriadne premysliet samostatne a pripadne o tom kdesi ¢osi viac najst. Problém je dvojaky. Naskladat
lokalne rovnomerne zrychlené pohyby do jedného globédlneho pohybu je rovnako tazké, ako vyrieSit
povodné rovnice. Pripadne ked by sme sa od zaciatku chceli pozerat na problém globalne, pohybové
rovnice budi predsa len komplikovanejsie, lebo do derivécii by okrem samotnej zmeny polohového
vektora vstipila aj zmena bazovych vektorov, v ktorych pocitame. V pripade radidlnej sily by sme

takto napriklad (znovu)objavili sférické suradnice.

2.3.2 Odporové sily v troch rozmeroch

Dalsim krokom bolo uvazovat o odporovych silach. Najskor linearny odpor F = —kZ, kde opét zaporné
znamienko zariaduje smerovanie sily proti vektoru rychlosti.

7 pohybovych rovnic sa stane

mi=—-k& , mjy=-—-kKy , ME=—kKZ (2.87)

28 Ak nie je jasné, rozmysliet. Pointa je, Ze dva vieobecné vektory uréuji rovinu.
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¢o su zas a znova tri navzajom nepreviazané rovnice, ktoré mozeme riesit nezavisle a vysledkom si tri
pohyby . Vhodnou vol'bou siiradnic vieme ale docielit, aby bola poé¢iatocna poloha v poéiatku a
pociatocné rychlost bola v smere jednej zo siradnicovych osi. Tym ale budd mat pohyby vo zvy$nych
dvoch smeroch rieSenie v tvare statia a celé sa to zmeni na jednorozmerny problém.

Ak k tomuto pridame vSeobecni vonkajsiu silu F (z,y,2), tento trik uz fungovat nebude. Opét
preto, Ze vSeobecné vektory mozu mat rézne smery. Ak st ale komponenty meniacej sily nezavislé —
teda x-ové zlozka sily nezavisi od toho, kde sa nachddzame v smeroch y a z, rovnako pre ostatné —
pohybové rovnice budu aj tak nezéavislé. Ak je navySe vonkajSia sila konStantnd — ako napriklad v
homogénnom gravitacnom poli —, budeme vediet opét natocit suradnice tak, aby mala nenulovi zlozku
iba v jednom smere a pociato¢na rychlost iba v dvoch smeroch. Treti smer teda dé ako rieSenie statie,
v zvySnych dvoch rozmeroch budeme mat nezévisla kombinaciu pohybov z ¢asti [2.2.2

Zatial sme mali pripady, kde bol trojrozmerny problém vlastne iba tri jednorozmerné vedla seba a
vhodnou volbou stiradnic sa dala ¢ast z nich previest na trivialne statie alebo rovnomerny priamociary
pohyb. Teraz pride situicia, ked to nebude aZ také trividlne, a potom situécia, ked sa to uz nebude
dat vobec.

Pre kvadratickt odporovi silu mézZzeme pisat F= —~v7, kde sme zaviedli oznacenie velkosti vektora

pismenom bez éipky@ Dostavame teda pohybové rovnice
mi = —y\i2+ 92+ 222, my= -Vt + 92+ 22y, mi=—y\/i2+ g2+ 222, (2.88)

ktoré st uz plnohodnotne previazané, lebo v rovnici pre z-ova stradnicu vystupuje aj stradnica y a
stiradnica z. Or does it?! Totiz, bez iného externého vektora je jedinym vektorom v zadani pociato¢né
rychlost a moZeme natocit nase suradnice tak, Ze bude mat nenulovit komponentu iba v jednom smere.
Tak bude rychlost aj zrychlenie v ostatnych dvoch smeroch nulové a tym padom sa teleso do tychto
smerov nikdy nevyberie a pohyb ostane jednorozmernym.

Ked vsak ku kvadratickému odporu dame konstantnu silu, narazime na problém. Siradnice budeme

vediet natocit tak, aby mala sila komponentu iba v jednom, $tandardne z-ovom, smere a rovnice s

mi=—y\i2+ 92+ 2232 , mi=—yVi2+y> +222y , mi=-mg—yVit+yr+2:2 2.
(2.89)

VoInost, ktora nam ostala, nam uz ale dovoli vynulovat iba jednu z dvoch zvy$nych komponent podcia-
toénej rychlosti a tym padom bude trividlny iba jeden z x,y pohybov. Kone¢ne sme dostali problém,
ktory je plnohodnotne dvojrozmerny. Jeho historicky vyznam je tieZ velmi dolezity, lebo sa neda rie-
8it analyticky a kedZe ide o vojensky délezita tlohu pohybu delostreleckych striel, numerické rieSenie

tychto rovnic bolo vyznamnou motivaciou pre vznik modernych pocitacov.

Priklad 2.30. Skuste sa zamysliet nad tym, ako by pohybové rovnice pre oba pripady odporovej
sily vyzerali v pripade, ked fuka vietor konStantnou rychlostou #. Vtedy nie je odporova sila dana
priamo rychlostou telesa v, ale relativnou rychlostou ¥ — u. Ktoré z tvrdeni v tejto sekcii by platili aj
nadalej? O

29Vsimnite si, Ze tu ide o plnohodnotné "rovna sa” a nemusime uvaZovat nad znamienkom tak, aby islo skutoéne o

odporovu silu.
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2.3.3 Potencialy v troch rozmeroch

Potrebujeme vztah pre potencidlovi silu v jednom rozmere zov8eobecnit do rozmerov troch. V
prvom rade potenciél bude funkciou troch premennych x,y a z. V druhom rade budeme potrebovat ako
vysledok tri komponenty sily F, Fy a F,. A v tretom rade sa tam niekde musia objavovat derivacie.
Prirodzenym kandidatom je tedalg_q

0

Fp(?) = — i ) Fy(7®) = —+ i 5 F.(Z) = ——+— _)a 2.
(@) = -5 V(@) y(T) ayV(x) (#) = -5, V(@) (2.90)
¢o sa da kompaktnejsie zapisat nasledovne
- 0 0 0 a o0 0
F@)=—(=—V(@),=—V(@),=—V@|)=—|=—,—, =— ) . 2.91
@ == (V@ g V@ gV @) == (5o i ) VD (2.1
Standardne sa potom zavidza oznacenie
g 0 0 =
=~ 2 )= 2.92
(83:’ oy’ 82') v (292)

ktoré chce naznacovat, ze vektor sily vznikne zo skalarneho potencialu posobenim tohto vektora. Hovori

sa mu nabla a piSeme

F(Z) = -VV(@) . (2.93)

Tieto vztahy treba brat ako mnemotechniku a nebrat $ipku nad V prili§ vazne. Nabla uréite nie je
elementom niektorého z vektorovych priestorov, s ktorymi mame do ¢inenia.

V jednom rozmere bola potencialovost sil viac-menej ista a pre kazda ¢o len trochu slugnu funkciu
potencial existoval. V troch rozmeroch to tak nebude a aj na prvy pohlad slusné sily buda mat s
potencialovostou problém. HAacik je v tom, Ze trojrozmerné vektorové pole ﬁ(f) v sebe skryva tri
skalarne funkcie. Podmienka potencidlovosti hovori, ze informécia z tychto troch skalarnych
funkcii sa da zakoédovat do jednej skalarnej funkcie. A to sa prirodzene nebude dat pre hocijaka trojicu.

Potencialovost v 3D je ovela silnejsia podmienka ako v 1D.
Priklad 2.31. Ukazte, Ze k vektorovému polu F = (—y,x,0) nemdze existovat potencial. O

RieSenie. Nech takato funkcia existuje. Potom z z-ovej rovnice (2.90) dostéavame

ov
= — = V = ,
Y=o yr + f(y)
kde funkcia f je integrac¢nou “konstantou”, ktorti uréime z y-ovej podmienky
v _
oy

Tato rovnica ale nemé rieSenie, kedZe funkcia f nemdZe zavisiet od x. Preto potencial k takému

—z— f'(y) .

xr =

silovému polu neexistuje. n

39Crash course parcialnych derivacii: ide o derivovanie funkcie viacerych premennych tak, Ze ostatné premenné pova-
7ujeme za konstantné. Pre f(x,y) = xy teda 0f/0x = 2xy a df /0y = z>. Formalne je parcidlna derivicia definovana
analdégiou obyc¢ajnej derivacie cez
of

flx+dz,y) = f(z,y) + 729 -
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Tak ako v jednom rozmere, aj v troch rozmeroch existuje pre pohyb pod pdsobenim potencidlovych

sil zachovéavajuca sa veli¢ina. Opét ide o energiu a jej konstantnost overime priamym vypoc¢tom:

1 IR S
E=5m (g; : x) +V(@), (2.94)
dE 1 d /. 5 do .

t
[ %<ff) =4 (32 + 9% + 2%) = 204 + 29ij + 225 =20 - 7

- d - -
BV (@) = FV (@), y(0),2(0) = G5 + Go S+ Pz =VV - &

%mQ:ﬁ'-%—{—ﬁv-f:f‘ mZ+VV(Z)| =0. (2.96)
=0

Teraz by sme chceli dostat trojrozmerna analégiu vztahu . V jednom rozmere sme spocitavali

prirastky F' dx, ¢o mé prirodzené zovseobecnenie do 3D v F (Z)-dz. Mame ale problém v tom, Ze z bodu

71 sa do bodu Zs viem dostat mnohymi réznymi spésobmi. Analog integralu je teda funkciou

celej trajektorie, ktort oznac¢ime C a pocitame

q 2 L dx 2. 5 oA
W(fl—m?g):/F-daE:/ F-dt:/ F-fdt:[mf:F} -
t1

c tl dt
t2 | 1 t2 _ 1 Lo |2
=m f-fdt:m/ i(f-f)dt:fm(f-ij = [E = const] =
t 2 ¢y dt 2 =t
=V(z1) - V(d) . (2.97)

Pre V(Z1) > V(&2) je tato veli¢ina kladna a kineticka energia telesa sa zvysila. A naopak pre V(Z1) < V (Z2).
Co je ale este zaujimavejsie, integral (2.97)) nakoniec pre potencialovu silu nezéavisi od trajektorie C,
ale iba od jej koncovych bodov. NavySe ak obratime smer cesty, dostaneme opa¢nti hodnotu integralu,

¢o znamena, Ze integral po l'ubovolnej uzavretej krivke C je nulovy,

fﬁ-d}zo. (2.98)
C

Takymto silovym poliam hovorime konzervativne a prave sme teda dokazali, Ze kazda potencidlova
sila je konzervativna. Kruzenim dookola sa ned4 ziskat ani stratit energiu. To napriklad neplati pre
odporové sily, kde pri kazdom pohybe energiu stracame.

Otéazka je, ¢i toto tvrdenie plati aj naopak a ¢i ku kazdej konzervativnej sile existuje potenciél.

Odpoved sa ukaze byt kladné a mame
sila je potencidlova < sila je konzervativna , (2.99)
W@ F=-VV < vcjz{ﬁ-d}zo. (2.100)
C
Dokaz je trochu technicky a moZete ho preskocit, z neho bude délezita hlavne nulovost rotécie pola F
(2.109)) ako kritérium potencidlovosti.
Na dokaz tvrdenia (2.100) integral (2.97) explicitne spocitame. Integral po I'ubovolnej krivke C

mozeme podelit na integraly po velmi malych Stvorcoch. Za kusky na hranach dostaneme integral,

kisky vo vnuatri krivky maji vzdy dva prispevky v opa¢nom smere, ktoré sa navzajom vynuluju.
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Prispevky po ¢ierno vyznacenych hranéch v limite ¢ — 0 daju hl'adany integral, prispevky po ¢erveno

>

vyznacenej hrane sa kvoli opac¢nej orientacii dvoch Stvorcov odéitaja.

Pozrime sa teda na integral po malom Stvoréeku v rovine xy medzi bodmi

Ty, Lo+ ET, Lo+ eT + ey, To+ €y, (2.101)
Y
A
3
S —
| ! U
Y =c
e e ’
1 1
,,,),,,J
- ¢ 1
Zo
p=c
[E S
X

Malé stvorcova krivka.

kde opét striesky znamenaju jednotkové vektory v danom smere. Podla obrazka si integral podelime
na dve Casti a pocitame
/ = eF(Zy) - &+ eF(Zo +¢e) - . (2.102)
Cc1
Tu pouzijeme (do prvého radu v €)

: OF,

F(fo) - T = Fm(fo) R Fy(fo -+ E.Cf?) = Fy(fo) +é (2.103)

ox
a dostaneme
. L ,0F,
= eF,(Zy) + é‘Fy(wo) +ef—. (2.104)
o Oox
Podobne dostaneme pre druhu ¢ast krivky
OF,
/ = —eF,(%0) — eFy (%) — & . (2.105)
e Ay

Pre vysledny integral teda dostavame
g oF OF
2 y z
= + = —_— _ 2.106
£ /Cl /CQ © < al‘ 8y > ( )
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Tu zavedieme niekol'ko novych oznaceni. Ak symbolicky vypocitame V x F dostaneme pre hodnotu
integralu 82(6 X ﬁ)z Ak navyse zavedieme vektor, ktory je kolmy na nas stvorcek a jeho velkost je

rovna obsahu §tvorca dS = €22, dostaneme

f: dS - (Vx F) . (2.107)

£

Rovnaky vysledok by sme dostali, keby sme zvolili Stvorec v rovine yz alebo zz. Z malych Stvorce-
kov teraz vyskladdme pozadovana krivku C. Ak nie je rovinné, nevadi, $tvoréeky modzeme skladat do
priestoru tak, Ze vytvoria akusi plochu, ktora bude na krivke C natiahnuta ako mydlova blana. Tym

dostavame nasledujici dolezity vztah, ktorému sa hovori Stokesova veta,

?{ﬁ-df:/diq-(ﬁxﬁ) (2.108)
C S

kde S je T'ubovolna plocha, ktorej hranicou je krivka C. Ak je Tavy integral nulovy pre I'ubovolnu
krivku, musi byt pravy integral nulovy identicky a teda musi platit V x F = 0. Takémuto posobeniu
vektora nabla sa hovori rotacia a niekedy sa oznacuje rot F'. Ukézali sme teda, ze pole je konzervativne
prave vtedy, ak ma nulova rotaciu. Otézka je eSte, ¢i je nulovost rotéacie postacujicou podmienkou pre
existenciu potenciélu.

Tu ndm pomoze identita V x (V®) = 0 pre Tubovolnt slusni skalarnu funkciu ®. Ta Tahko ove-
rime explicitnym derivovanim, pripadne sa spolahneme na mnemotechniku ,vektorového sicinu vektora
samého so sebou. T4 opét a zas hovori, Ze v8etky potencidlové polia maji nulovi rotaciu. A matema-
ticka veta, ktorej dokaz je uz ale skutone mimo ramca tohto kurzu, hovori, Ze az na nejaké topologické

obskurity su takéto polia jediné, pre ktoré to plati, a teda
W@F) F=-VV & VxF=0. (2.109)

Ako sme uz pisali, z tejto diskusie je najdolezitejsia prave tato podmienka. Ak mame k dispozicii

silové pole s nenulovou rotéciou, vieme urcite, Ze nie je potencialové.

Priklad 2.32. Rozmyslite si, Ze podmienka rot F=0 oza]j nechava len jeden komponent F nezavisly.

O
Riesenie. Podmienka vedie na e 52 o
F F, F.
T _ Y _ z (2.110)
0ydz  0xdz  Ox0y
¢o nechéva iba jeden z komponentov tuplne nezavisly. |

Priklad 2.33. Vypoditajte rotaciu silového pola z tlohy V rovine xy zvolte ako krivku kruznicu

s polomerom R a stredom v pociatku a overte pre fiu platnost vztahu (2.108]). O
31Pripomienka
i g 2 d,F. — 0.F,
6 X ﬁ = 61 8y az = aze - aze
F, F, F. 9, F, — 8,F,
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Vysledok. V x F = 2. Ak silové pole nacrtneme

Y
A

AN
S Q

Uf 11
| \\}:/ /

vidime, Ze pozdlz spominanej kruznice sila teleso vzdy urychluje. |

2.3.4 Harmonicky oscilator v troch rozmeroch

V predchadzajicej Casti sme nazvali harmonickym oscilatorom v jednom rozmere teleso, ktoré sa
pohybovalo v kvadratickom potenciéli. V troch rozmeroch bude tento nazov niest tiez systém, ktory

bude mat najvSeobecnejsi kvadraticky potencial a teda
1 1 1
Viz,y,2z) =V + 51{:1-3:2 + Qkyy2 + kazZ + Apyry + Ayyz + Apaxz (2.111)
Z linedrnej algebry vieme, Ze toto sa dé& zapisat pomocou matice A
" Lo
V(@) =Vo+ 3% Az, (2.112)
ktord zvolime symetrickﬁ@ Pohybové rovnice pre takyto systém st potom

mE = —kyx — Agyy — A2z,
my = —kyy — Ay.z — Agyx (2.113)

mzZ = —k,z — Ag.x — Ay2y .

Ako bolo avizované, ide o stustavu previazanych rovnic a na tomto mieste k jej rieSeniu vela pove-
dat nevieme. V Specialnom pripade k; =k, = k. a Ayy = Ay, = A;. = 0 budeme vediet povedat viac
v Casti o centralnych pohyboch 2:3.5] O v8eobecnom pripade budeme rozpravat v ¢asti o spriahnu-
tych oscildtoroch kde sa ukéze — spoiler alert — Ze sa takato ststava da previest na tri nezavislé

jednorozmerné problémy.

Priklad 2.34. Napiste pohybovi rovnicu pre linedrny harmonicky oscilator v dvoch rozmeroch s po-

tencidlom ) .
V(z,y) = §mw§x2 + imwzyz (2.114)

32Tu by sa hodila nejaka poznamka o kvadratickych formach z algebry. Mozno pridat?
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a vyrieste ju. Ukéazte, ze v pripade w, = wy ide o pohyb po elipse a rozmyslite si, Ze vo vSeobecnom

pripade ide o komplikovany pohyb. O

2.3.5 Centralne potencialy

O centralnom potenciali hovorime vtedy, ked funkcia V (Z) zéavisi iba od vzdialenosti bodu od poéiatku,

t. i
V(@) =V(r), r=|Z = Va2 +y?>+22. (2.115)

Toto je nutnym désledkom rota¢nej symetrie, kedZe r je jediné nezavisla kombinécia suradnic x,y a z,
ktora sa nemeni pri rotaciach okolo pociatku. A rotaéné symetria je ¢osi, s ¢im sa v prirode stretavame
velmi Casto.

V takomto pripade vieme dopoditat silu ako

= oV oV 8V> 4 <8r or 87“)

Derivéacie r vieme spocitat raz a navzdy

0 0 1
AN 20 == (2.117)
or Ox 2 \/m r

a dostavame
= — T =, (2.118)

kde 7 je jednotkovy vektor v radidlnom smere. Dostali sme teda, Ze sila je tieZ rotacne symetricki a
posobi priamo do (alebo von zo) stredu potencialu.

Zatial bez vacSej motivacie sa pozrime na ¢asovu derivaciu veli¢iny L =m& x Z. Potitame a ne-
sta¢ime sa ¢udovat

L R -

a:mxxx—l—mxxx:xxF:O. (2.119)
Vyuzili sme, Ze derivovanie vektorového su¢inu funguje ako derivovanie iného stéinu — lebo ide len o vela
vhodne zabalenych stéinov a teda len rozbalime, derivujeme a zbalime. Tiez sme dvakrat pouzili, Ze
vektorovy sucin dvoch rovnobeznych vektorov je nulovy, pricom raz sme si spomenuli na pohybovii
rovnicu (12.86)).

Pre Tubovolny centralny potencial sme teda nagli zachovavajucu sa veli¢inu L. Tato veta by si
mozno az zasluzila vykri¢nik. Tejto veli¢ine sa hovori moment hybnosti a jej existencia siivisi s rotacnou
symetriou problému. Vo vS8eobecnosti plati sivislost medzi symetriami a zakonmi zachovania, ale k
tomu sa dostaneme az v dalSom semestri.

Kedze plati L = 0, teleso bude vzdy viazané na rovinu kolmd na L. NavySe tiez L-Z=0a
teda rychlost telesa bude tiez vidy lezat v tejto rovine a teleso nebude mat pokuSenie ju opustit.

7 trojrozmerného problému sa teda pre centralny potencial stal dvojrozmerny problém.

333 trochou podvadzania pri oznageni, lebo prvé V a druhé V su iné funkcie.
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Ked sa povie rovina a centralny potencial, asi nAm hned napadni polarne stradnice
x=rcosf, y=rsind , (2.120)
s ktorymi sme sa uz stretli v Casti V nich plati Z = r# a bodkovanim tohto dostaneme
=7 +7r00 , T = (i —r0®)i+ (rf + 27-0)0 | (2.121)

kde
7 = (cosf,sinf) a 6 = (—sin 6, cos ) (2.122)

su jednotkové vektory postupne v radidlnom a v uhlovom smere.

A

- ré

Poloha a rychlost v polarnych saradniciach.
Priklad 2.35. Odvodte vztahy (2.121])). O

Priklad 2.36. Spomeiite si na priklad v ktorom sa kinematicky popisoval pohyb po kruznici v
kartézskych stiradniciach. PopiSte teraz rovnomerny a premenny pohyb po kruznici, teda najdite jeho

rychlost a zrychlenie, v polarnych stradniciach. O

Pohybova rovnica (2.86)) je potom priamociaro

) . o dv
(mi* — mrf?)7 + m(rf + 270)0 = —d—f , (2.123)
r
¢o sa rozpadne po zlozkach na dve skalarne rovnice
. dVv
i —mrh? = —— | 2.124
mi — mr o ( )
0+ 270 =0 . (2.125)
Druha rovnicu s kusom kumstu prepiSeme na

1d /5.
e 9) —0. 2.126
rdt (T ( )

Este sme ale neskonéili. V&imneme si, Ze pre velkost vektora L dostavame L = mr26, ¢o znamena, Ze

tato rovnica je ddsledkom zakona zachovania (2.119). To ale pouzijeme v rovnici ([2.124]), ktora prejde

na tvar Jv 72 J 72 J
L AR R} 7705 N S A AT 2.127
mr ar dr ( (r)+ 2mr2> dr <t ( )

o6



A tu sa uz modzeme zastavit a zamysliet.

Ide o rovnicu pre pohyb telesa v jednom (!!!) rozmere. To sa ale nepohybuje iba v pévodnom
potenciali V (r), ale v efektivnom potenciali, ktory mé okrem toho ¢ast suvisiacu s momentom hybnosti.
Vidime, Ze tato Cast klesa s r a teda teleso "stoji energiu” byt blizko pri pociatku. To stvisi s tym, Ze
na zachovanie momentu hybnosti pri malej vzdialenosti od poc¢iatku je potrebna velka rychlost a preto
aj velka kineticka energig®?]

Podarilo sa nam teda problém v troch rozmeroch previest postupne na dvoj- a potom dokonca iba
na jednorozmerny problém. Pohyb telesa v efektivnom potenciali vieme analyzovat metdédami
predchadzajucej ¢asti. Tak v principe vieme ziskat casovy vyvoj r(t), z ktorého potom dostaneme

pohyb v uhlovej sturadnici #(t) integrovanim podmienky konstantnosti L.

Priklad 2.37. VySetrite pohyb telesa v symetrickom trojrozmernom harmonickom potenciali V' (r) =

%mw%rz. [
RieSenie. Efektivny potencidl ma v tomto pripade jedno minimum

L
ro = ) —— (2.128)
wom

a teda teleso bude vediet vykonavat pohyb, pre ktory r(t) = const = ry. Nejde ale o stétie, teleso sa
pohybuje, pretoze

L

0=—5 = 0=uwot. (2.129)
mrg

Okrem tohto minima sa v potenciali ni¢ zaujimavé nedeje. Cely efektivny potenciél je jedno velké
minimum, takZe ostatné pohyby v stiradnici 7 st iba hojdania okolo tohto minima. Ak nas zaujima
konkrétny ¢asovy priebeh saradnic z a y, je jednoduchsie rieit tuto ulohu priamo v kartézskych

suradniciach. [ |

Priklad 2.38 (Volné teleso — obltubeny trividlny pripad. I). Vyrieste ulohu pohybu volného telesa
V(r) = 0 ako pohyb v centrédlnom potenciali. O

Navod. Pomoéze zvolit suradnice tak, aby teleso neprechadzalo pociatkom, a natocit ich tak, aby v

¢ase t = 0 bolo k pocdiatku najblizsie. |

RieSenie. V tomto pripade nemé efektivny potencial Ziadne extrémy. Ak zvolime sturadnice tak, Ze
v Case t = 0 je teleso najblizsie k pociatku, znamené to, ze 7 = 0 a v efektivnom potenciali teleso
len poloZime na pociatoéné miesto rg. Z neho potom teleso postupne zrychluje a jeho vzdialenost od
pocdiatku sa zvacsuje.

Ak sa teleso pohybuje rychlostou vy a ma celkovy moment hybnosti velkosti L, musi platit L =

mrovg. Pohybova rovnicu

mit = (2.130)

omr2|  mr3’

A
dr

31Velka uhlova rychlost este nutne neznamena velki kinetickd energiu, lebo do hry vstupuje aj vzdialenost od pociatku,
ktora je v tomto pripade mala. Ked si to ale premyslite poriadne, zistite, Ze vskutku dostaneme zo zakona zachovania

momentu hybnosti vel'ku kinetickt energiu.
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prepiSeme ako rovnicu pre funkciu f = r2. Motivaciou méze byt to, Ze odmocnina je ¢osi, ¢o po dvoch
derivaciach da 1/(\[)3 To da

. 412
2f f — 2= 2 2.131
== (2.131)
¢o sa zas niika hladat v tvare kvadratického polynému At?> + Bt + C. To potom vedie na podmienku
412
4AC - B* = — . (2.132)
m

Ostali nam teda dve nezavislé konstanty, ktoré zafixujeme z pociatoénych podmienok. Mame r(0) = Ve
a 7(0) = B/(2rg), z ¢oho dostaneme

2
r(t) = \/<nf;0> + (tvg)? . (2.133)

Ak trochu prizmirime o¢i, uvidime priamku so stradnicami x = r¢ a y = tvg, presne ako by sme cakali.

Ked sa pozrieme na priebeh uhlovej stradnice

. L 2
0 = 5 = 6§ = arctan (mLUOt> (2.134)
)"+ o]
a pozrieme sa na tento obrazok
&)
r(t)
Vo
o(t)
To @
priamka sa uZ neda nevidiet. |

7 predchéadzajucej tlohy plynie este jedno poucenie. Pre pohyby, ktoré zacinaji v nekonec¢ne rych-
lostou vg, mame L = mbuvg, kde b je vzdialenost, v ktorej by okolo pociatku preslo teleso, ak by na neho
neposobila Ziadna sila. A to v pripade Tubovolnej interakcie. Oplati sa rozmysliet si trochu geometriu
tejto tvahy, idea je v tom, Ze vo vektorovom sucine v definicii L ide velkost vektora # do nekoneéna,
ale uhol medzi vektormi # a Z do nuly. Zachovanie L a jeho hodnota v ¢ase najvac8ieho pribliZzenia k

pociatku garantuje, Ze tento sii¢in je konecny.
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2.3.6 Keplerov problém

V tejto kapitole budeme studovat pohyb jedného hmotného bodu pod vplyvom sily, ktora je tmerné
1/r2. Takyto tvar sily je délezity, lebo nim je popisana gravitacna sila. T4 riadi (okrem iného) pohyb
planét okolo Slnka, ktory ludia Studovali uz pred tisickami rokov. Mali teda o nej vela empirickych
informacii a ako-tak rozumeli jej posobeniu d'aleko predtym, ako ju zacali matematicky popisovat.
Predtym, ako sa na pohyb pozrieme tazkou artilériou z predchadzajicej ¢asti a odvodime si presne
mozné drahy telesa, pristavme sa najskor pri troche historie, ktora je v tomto pripade obzvlast zauji-

mavé, a pri niekol’kych jednoduchgich tlohach, ktoré nam pomoézu vniknit do deja.

Trocha histérie a Keplerove zakony. [Ludia sa od nepamiti divali na hviezdy. Kazda ¢o len
trosku rozvinuté civilizacia si v&imla, Ze medzi obrovskym mnoZstvom bodiek, ktoré sa vzhladom na
seba nehybu, sa nachadza niekolko takych, ktoré svoju polohu menia. Dnes ich nazyvame planéty z
gréckeho slova patnik. Tu vidime, aki prirodzena je potreba ¢loveka sledovat svet okolo seba a hladat
vo svojich pozorovaniach nejaky vyznam.

Pohyb planét okolo Slnka riadi gravitaény zakon a teda T'udia tisicroéia zbierali informécie o tom,
ako tato sila funguje. Vysvetlit sa im to s r6znou mierou neiispechu nedarilo az do sedemnésteho storo-
¢ia, ked na zaklade velmi presnych merani danskeho astronéma Tycha Braheho nemecky matematik a
fyzik Johannes Kepler sformuloval tri zdkony pohybu planét okolo Slnka, ktoré dokonale vysvetlovali
tieto merania (a celkom prirodzene dokonale predpovedali d'alsie merania). Predtym, ako ich napi-
Seme, zdoraznime Keplerovu genialitu, ked dokézal na nieco takéto prist z obrovskej a neprehladnej

(excelovej) tabulky datumov a uhlov, pod ktorymi vidno planétu. Zékony st
e Planéty obiehaji po eliptickych drahach, pricom vSetky majt v ohnisku Slnko.
e Casti tejto elipsy, ktoré planéta vykresli za rovnaké casové tiseky, maju rovnaka plochu.

e Velkost hlavnej polosi elipsy a periéda obehu pre kazda z planét st také, ze pomer a3/T? je

rovnaky pre kazda planétu.

Prvy zakon bol prelomovy preto, lebo dovtedy sa povazovalo za absolutne prirodzené, Ze planéty
obiehaju po kruzniciach. Druhy z tychto zdkonov je vlastne prezleceny zakon zachovania momentu
hybnosti. Znamena to, ze ked je planéta blizsie k Slnku, musi sa pohybovat rychlejsie (a ked sa to
neskor presne vyrata, uvidime, ze prave tak rychlejsie, aby rvg bolo konstantné, kde vy je uhlova zlozka
rychlosti). Treti zédkon je potom priamociarym désledkom prvych dvoch.

Avgak ako bolo slibené, predtym, neZ si tieto zakony odvodime zo zakona sily a tvaru gravitacnej

sily, pozrime sa na vec iba kvalitativne v jednoduchsich tlohach.

Jednoduchsi pohl'ad (na jednoduchsie ulohy). V tejto ¢asti budeme uvazovat gravitatné podso-
benie nehybného telesa hmotnosti M, ktoré sa nachédza v pociatku. Vztah pre silu je teda

GMm

F=-""0

P 2.135
E (2.135)
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z ¢oho sme v tlohe [2.23| nasli potencial

Vi(r) = *Gﬂfm : (2.136)

Spomenime si, Ze pohyb telesa bude v rovine vdaka zakonu zachovania momentu hybnosti, ktory v

polarnych suradniciach vyzera nasledovne
L =mr?f . (2.137)

K dispozicii mame eSte zdkon zachovania energie

= Lt 4 2ty - G

2.138
5 . (2.138)

Konstanty E a L mozeme ziskat tak, ze dosadime r, 7 a 6 v l'ubovolnom ¢ase. Pre kazdy iny ¢as musf
vyjst t4 istd hodnota. Pomocou tychto dvoch zdkonov budeme vediet vypoéitat vela tloh, ktoré nam
pomoézu zorientovat sa v tom, ¢o to vlastne ta gravitacna sila je a ako funguje.

Najskor sa budeme zaujimat o to, za akych podmienok teleso opusti planétu.

Priklad 2.39. Mame planétu polomeru R, na povrchu ktorej je teleso hmotnosti m. Aka rychlost mu
méme udelit, aby opustilo jej gravitacné pdsobenie? Prestudujte zavislost tejto rychlosti od jej smeru

vzhladom na povrch planéty. Co ked teleso neStartuje z povrchu, ale z vysky H nad planétou? ]

RieSenie. Ak posleme teleso v radialnom smere, 6 = 0 a |Z| = 7. Pre energiu dostaneme

1 M
E = mi? - GT’” . (2.139)

Teleso bude mat Sancu dostat sa do nekonecna, ak bude jeho energia aspon taka, ako potencidl v

nekoneéne, a teda miniméalna rychlost je dand podmienkou F = 0@ Z toho dostaneme

2GM
vy = ’/T . (2.140)

Hrani¢nia rychlost sme oznacili dvojkou, o tom, preco bude re¢ o par riadkov nizsie.

Tu sa oplati pozriet, ako vyzera situcia v rec¢i potencidlov. Kedze L = 0, skuto¢ny potencial je
aj efektivny a teleso sa jednoducho nachadza v mieste 7 = R a méa rychlost v kladnom smere. A tato
rychlost je taka, Ze celkova energia je presne nula.

Ak posleme teleso v uhlovom smere, 7 = 0 a |Z| = r6, pre energiu dostaneme

1 . GMm
B — Sgp2g2 _ oM
2m7“0 7

a to da rovnaka hrani¢na rychlost (2.140f). Rychlost, ktori telesu musime dat, teda nezavisi od smeru,

ktorym teleso poélemem To preto, ze do energie nijak nevstupuje smer rychlosti, ale iba jej velkost.

(2.141)

35Bude si treba zvyknat na také ¢osi ako zaporna energia. Nebude to Iahké, lebo sme zvyknuti na kladné energie
(napriklad tidaje na horalke). Toto je spojené s tym, ako sme zvolili nulovy potencial a Ze st miesta, kde je potencial(na
energia) mensi(a) ako nula.

36Pravda je samozrejme, Ze sme overili iba dva extrémne smery. Nie je ale tazké ukazat, 7e to tak je i v pripade, ked

su 7 aj 6 nenulové.
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Avgak v druhom pripade bude situacia v re¢i efektivneho potencidlu vyzerat trochu inak. Kedze
7 = 0, teleso do potencialu iba voIne vkladame. Musi teda platit Ve sr(R) = 0. Tiez musi platit L = mRuvo,

dostévame teda

(mRvy)? ~ GMm

— 7 =0 (2.142)

2GM
v2 =T (2.143)

Vers Vers

kolmo nahor, L =0 vodorovne, L = mRvs

planéta
planéta

> E=0_ =0 E=0
2
R R 2R

Efektivny potenciél pri vystrele druhou kozmickou rychlostou kolmo nahor (vlavo) a vodorovne
(vpravo). V oboch pripadoch je £ = 0. VTavo je cely rozdiel E — Vr¢(R) kinetickd energia radialneho

pohybu, vpravo je teleso na zaciatku v efektivnom potenciéli v pokoji.

Je dobré premysliet si rozdiel medzi situdciami na obrazkoch. A samozrejme to, Zze R bol polomer

planéty, nehralo ziadnu tlohu a tento vztah plati v Tubovolnej vzdialenosti od stredu. |

Ak ma teleso rychlost mensiu ako tato, vidy zostane v gravitacnom podsobeni planéty. Zaujimat

nés bude, za akych podmienok na nu nedopadne, ale bude okolo nej kruzit.

Priklad 2.40. Mame planétu polomeru R, na povrchu ktorej je teleso hmotnosti m. Akt rychlost mu
méme udelit v smere rovnobeZznom s povrchom planéty, aby obiehalo okolo planéty po kruznici? Co ak

sme vo vySke H nad planétou? O

Riesenie. Na tuvod si spomeniime na kruhovy pohyb z Casti kde sme zistili, ¢omu sa musi rovnat
sila v takomto pripade. Teraz mame vztah pre silu, takZe moZeme hned pisat
mv?  GMm GM

Tiez uz ale vieme, Zze kruhové pohyby st moZné v minime efektivneho potencialu. Hladame teda také

L, aby minimum efektivneho potencialu bolo presne v R. KedZe L = mRuv;, dostaneme

d ((mRv)> GMm mvi  GMm GM
dr ( 2mr? r —R R + R? vl R ( )
Porozmyslajte, pre¢o sme dostali dvakrat tu ista rovnicu (a nie len vysledok). |
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Nagli sme podmienku pre kruhova trajektoriu. Podme sa pozriet, ¢o sa stane, ked bude mat teleso
stale iba uhlovy smer rychlosti, ale o ¢osi viac ako v1. Potom bude L o ¢osi vicsie a teda efektivny
potencial o ¢osi viac zdvihnuty. To znamend, Ze jeho minimum sa posunie doprava (bude véééie)m
Teleso sa ale nachadza v pévodnom mieste r = R a rozbehne sa teda smerom do minima a teda do
vacgich polomerov. Od planéty sa vzdiali. Po nejakom c¢ase sa prestane vzdalovat a vrati sa naspat.

Podobnou tvahou prideme na to, Ze pri po¢iato¢nej rychlosti mensej ako v; sa teleso najskor priblizi
ku stredu. VSetky situécie vidno na obrazku a trajektorie st naznacené na druhom obrazku.

Poslednou otazkou zostava, ¢o sa stane, ked teleso bude mat aj nejaku radidlnu rychlost 7 > 0.
Efektivny potenciél sa nezmeni a teleso bude v jeho minime. Av8ak bude mat nejakt nenulovi rychlost
a teda sa od minima vzdiali. Pri svojom pohybe spét prejde cez minimum potencialu a bude pokracovat
dalej a k planéte sa dostane blizgie, ako bolo povodne. Skuste si nakreslit, ako bude tato trajektoria
vyzerat.

Este si povedzme, Ze rychlost vy sa zvykne nazyvat prvou kozmickou a rychlost v druhou kozmic-

kou. Preto aj oznacenie.

Vers
A

To

Graf troch efektivnych potencidlov pre rozne hodnoty L, s vyzna¢enym minimom pre prostredni
hodnotu a trajektériami s pociato¢nou polohou v tomto minime. Na z-ovej osi siradnica r a na

y-ovej osi hodnota efektivneho potencialu.

3"To sa samozrejme d4 poriadne doratat a dostat Eierne na bielom, je vak dobré vidiet, Ze staci aj takato kvalitativna

predstava.
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Tri drahy pre tri rozne hodnoty L. Kruhova a velka elipsa pre viadésie a mala elipsa pre mengie L.

Co ale, ked teleso nemé dostatok energie a na planétu dopadne?

Priklad 2.41. Z vysky H nad povrchom planéty s polomerom R chceme trafit bod presne na opac¢nej

strane planéty. Aka rychlost méame vodorovne udelit telesu, ktorym triafame?

Riesenie. Ulohu vyriesime hned tromi spdsobmi.

Najskor si napiSeme zakony zachovania. Rozmyslime si, Ze rychlost pri dopade musi byt kolma na

polohovy vektor, jej velkost nech je u, a potom dostavame zakon zachovania energie v tvare

1 o GMm 1 5 GMm
“mv? —

2 R+H 2 R

a zékon zachovania momentu hybnosti v tvare
mu(R+ H) = muR .

Stistavu rovnic hravo vyrieSime a dostaneme

GM 2R
H+RV H+2R

Vidime, Ze toto je mensie ako kruhové rychlost (2.144]), kedze H > 0. A to znie rozumne.

v =

(2.146)

(2.147)

(2.148)

V druhom spoésobe sa budeme pozerat iba na efektivny potencial a pohyb v fiom, t. j. v radiél-

nom smere. KedZe na zaciatku aj na konci pohybu 7 = 0, zdkon zachovania energie v r hovori, Ze

Verp(R+ H) = Vep¢(R). Toto je podmienka pre hodnotu L, z ktorej uz ahko dostaneme v. Skuste si
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rozmysliet, ako tento postup kombinuje dva zakony zachovania z predchadzajiceho priamo do jednej
podmienky.

Treti sposob vyuziva vedomost, ktora este nemame ©. Konkrétne pre velkost hlavnej polosi elipsy,
po ktorej sa teleso bude pohybovat . My chceme, aby platilo a = R + H/2. To je rovnica pre

celkovi energiu telesa, ¢o je zas podmienka na v. |

Priklad 2.42. Za aky ¢as padne teleso z vysky H na planétu polomeru R a hmotnosti M, ak ho volne
pustime? O

Riesenie. Zakon zachovania energie ndm da

GmM 1 o, GmM

"R+H 2™ r

(2.149)

¢o prepiSeme na
d
dt = L . (2.150)

_ /2 (GMm _ GMm
m r R+H

Znamienko — sme zvolili preto, Ze teleso sa priblizuje k planéte a teda 7 < 0, o ¢om ale zdkon zachovania

nevie. Rovnicu preintegrujeme od r = H + R po r = R, ¢o d4 hladany ¢as

(2.151)

== W/RH{ m \/E/HR \/1_35/ -

Vidime, Ze mame vysledok v tvare T' = f(R/H )\/GR—]\S/I7 ktory sa dal uhéddnut rozmerovou analyzou.

Pocitame integral

/dxr [du_ 1—x/a] 3/2/mdu =@ = [/i 1_7 +arcsm\F]

(2.152)
¢o nam dava vysledok
R +H)? | |

T= 2.153
2GM H+R 5 +arcsin R+ ( )

Ked v tomto spravime rozvoj pre malé H/R, dostaneme

2R2H

T = e 2.154

¢o, ked v kombinacii GM/R? spozname g, da vysledok v homogénnom poli (2.5).

Ak naopak spravime limitu R — 0, dostaneme odpoved na paléiva otazku "Za aky ¢as by spadla
Zem do Slnka, ak by zrazu zastala?”

o IZE:

= ﬁ -

Na tento vysledok sa da prist z tretiecho Keplerovho zakona pre velmi, velmi tzku elipsu s hlavnou

(2.155)

polosou a = H/2. Len je potrebné vediet konstantu v zdkone, ktoru ale nie je az také tazké dopocitat,

ked uZ viete, 7e pomer a®/T? je konstantny. |
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Priklad 2.43. Do akej vysky vyleti teleso, ak ho z povrchu planéty s polomerom R a hmotnostou M

vyhodime kolmo nahor prvou kozmickou rychlostou? O

Riesenie. Zakon zachovania energie ndm vcelku priamociaro da vysledok:

2
1 GM GmM GmM
E—2m< R) TR TR E (2.156)
H=R. (2.157)

To je taky mily fyzikalny faktoid, ktory sa moZno oplati pamétat pre pripad, Ze od véas bude na party
niekto chciet vediet nieco zaujimavé{ﬂ

Pre vSeobecniu rychlost by sme dostali

2GM
R
¢o pre v K v da
1 R?
_ - 2.1
tak ako ma. [ |

Priklad 2.44. Ako sa zmeni odpoved na predchadzajucu otézku, ak sa planéta otaca uhlovou rych-

lostou w? O

RieSenie. Treba si rozmysliet, kde je rozdiel oproti minulému pripadu. Okrem radiélnej rychlosti bude
mat teleso aj uhlovu zlozku vy = wR, pretoZe sa otaca spolu s planétou. A okrem zakona zachovania
energie bude v hre aj zakon zachovania momentu hybnosti, takze ak ozna¢ime uhlovi zlozku rychlosti

telesa v najvy$Som bode trajektorie u, dostaneme

L =mugR = mwR?* = mu(H + R) , (2.160)
1 5 o GmM 1 o GmM
E = 2m(v +vj) — 7~ T HgiR (2.161)

7 prvej rovnice vyjadrime u, dosadime do druhej a dopocitame vysledok pre prvi kozmicku rychlost

B WERY+ VG2M2R2 — GMW?R5 + wiR?

H
GM — w2R3

(2.162)

To je viac ako R, ako by sme oéakévalilﬂ.
Je zaujimavé pozriet sa na to, ako tento vypocet vyzera cez efektivny potencial. Tu je k dispozicii
iba zakon zachovania efektivnej energie
1 5, GmM  L?

Zmpl =F . 2.163
2m7“ r + 2mr? ( )

38 A vy sa budete chciet toho &loveka zbavit.
39Teleso pri svojej ceste nahor kvoli zakonu zachovania momentu hybnosti spomaluje v uhlovom smere. Straca teda

kinetickt energiu, ta sa ale nemoze stratit a jediné, na ¢o sa moZe premenit je potencidlna energia.
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Ttto rovnicu napiSeme vo vyskach R a R+ H

1 5 GmM n m2w?R* _GmM n m2w? R4
2 R 2mR?2 R+ H 2m(R+H)? '

(2.164)

Je zaujimavé sledovat, ako je toto dplne rovnaka rovnica ako zakon zachovania energie (2.161) po

dosadeni u. [

Uplné rieSenie Keplerovho problému. Potom, ako sme sa zoznamili so zakladnymi vlastnostami a
charakteristikami pohybu v gravita¢nom potenciali, podme sa pozriet na poriadne rieSenie pohybovych
rovnic. A na odvodenie Keplerovych zdkonov z Newtonovych.

Pre potencial gravitac¢nej sily dostavame efektivny potencial

GMm L2
_|_

r 2mr?

(2.165)

Vers =~

Pre malé r je podstatny druhy ¢len, pre velké r prvy. Funkcia teda nejak interpoluje medzi rezimom

1/r? a —1/r a bude mat prave jedno minimum. Kompletne to bude vyzeraf nejak takto

Vers
A

> T

Efektivny potenciél (2.165]) pre gravitaéna silu.

Pri pohlade na potencial vieme povedat, ze buda existovat pohyby Styroch réznych druhov. Kruhova
trajektoéria v minime potenciélu, ohrani¢ené trajektorie s £ < 0, pri ktorych bude r oscilovat medzi
dvomi extrémnymi hodnotami, neohrani¢ena trajektoéria s E = 0, pri ktorej sa teleso sice dostane do
nekonecCna, ale zastane tam, a neohrani¢ené trajektorie s E > 0, pri ktorych sa teleso dostane do

nekone¢na s nenulovou rychlostou.
Priklad 2.45. Nakreslite fazovy portrét pre pohyb v potenciéli (2.165]). O

Hned na tuvod vybalime hlavna fintu vecera. Motivovani kruZnicovou inverziou sa pozrieme na
problém v stiradnici u = 1/r. Tiez sa nebudeme zaujimat o presny ¢asovy priebeh stradnic, ale o tvar

trajektorie, ktora teleso kresli, t. j. o zavislost (), resp. u(6).
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S trochou snahy a dobrej vole dostavame

d dud 1d , d
(e 0 S 2.1
dr  drdu r2 du u du’ (2.166)
dr  drdf L dr o L dr L du

_——=—— = — = _—— = ——— 2.].
dt — dodt  mr2dd " mdd mdo’ (2.167)

i} L\? ,d%u

Toto dosadime do pohybovej rovnice, masirujeme a dostaneme

W tu=—ps— . (2.169)

Vysledkom je teda rovnica podobného tvaru ako rovnica pre harmonicky oscilator, s jednotkovou
hmotnostou a uhlovou frekvenciou. Avsak s konStantnou silou na pravej strane. Ale pozor! Oscilator
sa nevyvija v ¢ase, ale v uhlovej stradnici 6. KedZe w? = 1, pre "periédu” dostavame T = 27 /w = 2.
To hovori, Ze u bude rovnaka po prejdeni uhla 27, takZe po jednej otocke. To zas hovori, Ze trajektoria
je uzavreta.

Riesenim rovnice je jednoducho

GMm?
u(f) = 72

+ Acos (0 —bp) , (2.170)

kde 6y urcuje natocenie trajektorie. Ak zvolime 6y = 0, znamen4 to, Ze sme natocili siradnice tak, aby
bolo teleso najblizsie pri uhle 6§ = 0.

Riesenie prepiSeme do tvaru

L?/(GMm?
(o) = A _ o ;- (2.171)
1+ Frzcos 1+ecos

O tom, o aky druh trajektorie ide, bude rozhodovat hodnota parametra €. Budeme predpokladat, ze

€ > 0. Z pripadnej zapornej hodnoty by sme vedeli spravit kladnti posunutim uhla 6.

e Ak £ < 1, potom je menovatel vzdy kladny a naSe rieSenie déva zmysel pre vSetky hodnoty uhla

6. V tomto pripade r € [ro/(1 +¢),70/(1 — ¢)] a ahko sa presved¢ime, ze ide o elipsu

r=ry—ercosh ,

2?4 y% = (ro —537)2 ,

(x —x0)*  o*

et =1, (2.172)
kde ) )
— 2_ 7o 2__ "o

o= —&€a, a- = m s b = ﬁ . (2173)

Elipsa ale nema stred v strede potenciilu, tam je ohnisko, ako vidno z toho, Ze |z¢| = €a.
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e Ak £ > 1, potom je menovatel pre niektoré uhly zaporny a pre tieto uhly naSe rieSenie nebude
déavat zmysel — teleso ujde do nekone¢na skor. Ak vyrieSime rovnicu cosfy = 1/e, potom rieSenie
nebude existovat pre uhly 6 € (7 — 6y, 7 + 6y). Podobné tpravy ako v pripade elipsy vedu na

rovnicu v kartézskych siradniciach

(= _afO)z - ‘Zi ~1, (2.174)
kde 2 2
xozsa,aQZﬁ,lﬁzggl. (2.175)
e Pripad € = 1 je $pecialny, dostaneme rovnicu paraboly
y* =rp — 2rox . (2.176)

Méme teda r(6) a z § = L/(mr?) vieme v principe urcit 6(t), o zas da r(t). Explicitne sa to ale
neda a ak chceme vediet presny Casovy priebeh drahy telesa, neostava nam ni¢ iné ako dopocitat ho
numericky alebo pribliZzne.

Dosadenim rieSenia do vztahu pre efektivny potencial dostaneme hodnotu pre celkovi

energiu v zavislosti od e

m3(GM)?
212

Vidime teda, Ze dostdvame zapornid energiu pre elipsu, nulovii pre parabolu a kladnt pre hyperbolu.

E= (e2-1) . (2.177)

A to su tri pripady, o ktorych sme hovorili, ked sme kvalitativne analyzovali moZné trajektorie pre
potencial (2.165)).

Priklad 2.46. Odvodte nasledovné vztahy pre parametre eliptickych dréh

2EL2 GMm
= Q%5 > "min= a(l - 5) y Tmax = a(l +5) . (2178)

=14
c TosGMe “T T 2E

Ked uz mame toto, vcelku priamociaro z toho vieme dostat Keplerove zakony.
e Planéty obiehaji po elipsdch. To by sme mali.

e Ako sme povedali, toto je désledkom zakona zachovania momentu hybnosti

—-const-er—e—r@— ﬁ
m dt dt T dt’

kde sme v 7 (rdf) spoznali dvojnasobok plochy trojuholnika, ktora sa od plochy, ktora opise

(2.179)

sprievodi¢, ligi az v druhom d-ckovom rade. Narastanie plochy je teda konstantné a dokonca sme

dostali aj jeho rychlost.
e Pre plochu elipsy plati S = mab = ma%y/1 — 2. Periéda obehu je T' = S/(L/2m). Pouzijeme vlast-
nosti elips (2.178) a dostaneme s velkou slavou

a’ ~GM

_— = . 2.180
T2 472 ( )
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Tu eSte raz pripomenime délezitta historiu. Kepler tieto zakony uhéadol z presnych astronomickych
pozorovani. Newton potom napisal svoje pohybové zakony a zistil, Ze z nich dostane Keplerove zakony
ako désledok. To malo dva dolezité dosledky. V prvom rade na zdklade toho Newton mohol o ¢osi
silnejsie déverovat svojim zédkonom. V druhom rade tak ukazal, Ze mechanické deje na Zemi a pohyb
planét okolo Slnka riadia tie isté prirodné zakony — zjednotil nebeskt a pozemskd mechaniku. A to
bolo prvé velké zjednotenie vo fyzike.

Ked zoberieme iba jedno teleso, ktoré sa pohybuje v keplerovskom potenciéli, toto je vSetko, ¢o sa
moze diat. Pre planétu obiehajucu okolo Slnka je elipsa ozaj jediny pohyb, ktory méze vykonévat. A
teda vsimol si to Kepler. Avsak ako sa postupne merania spresiovali, zistilo sa, Ze planéty neobiehaji
po elipséach, ale ich pohyb je komplikovanejsi. Zo zaciatku namerané odlignosti dostato¢ne vysvetlovalo
posobenie ostatnych plané@ — o chvilu o tom e$te budeme pisat viac — ale po ¢ase nestacilo uz ani to.
Anomélie v pohybe Uranu triumfalne vyriesilo predpovedanie novej planéty. Po dopodéitani trajektorie
planéty, ktora by tieto rozdiely vysvetlovala, bola na predpovedanom mieste objavena hned v prva
(") noc pozorovani. Dostala meno Neptun. Okrem Uranu robi divné veci aj Merkar — ma neelipticka
drahu. Bolo teda prirodzené skisit vysvetlit tento rozdiel nad posobenie ostatnych planét existenciou
doteraz neobjavenej planéty medzi Slnkom a Merkdrom. Dostala meno Vulkan a napriek mnozstvu
viac ¢i menej planych poplachov sa ju nepodarilo najst. Dnes vieme, Ze medzi Merkarom a Slnkom nie
je ziadne teleso s priemerom vacsim ako 6 kilometrov a vysvetlenie zdhadného rozdielu bolo triumfom
inej teorie, vSeobecnej relativity — aj o tomto budeme pisat o par odsekov nizsie.

Este spomenme, Ze aj Pluto bolo objavené na zéklade predpovedi z nepravidelnosti pohybu Uranu
a Neptuna. Bola predpovedana nova Planéta X a dlho sa po nej patralo. A nakoniec bolo najdené
Pluto. Najskor z toho bol tiez velky triumf, ale ako sa postupne spresiiovali merania, Pluto sa ukazalo
byt prili§ malé na to, aby vysvetlilo tieto rozdiely. Rozuzlenie prislo, aZ ked sonda Voyager 2 odmerala
presnejsie hmotnost Neptina a zistilo sa, Ze polpercentny rozdiel zrazu zaradil drahu Uranu a Neptina
naspét do normélu. Pluto teda bolo objavené nahodou a je otazne, ako dlho by na svoj objav ¢akalo,
keby sme hmotnost Neptuna vedeli presne od zaciatku.

Pre uzavretost eliptickych drah bolo kli¢ové, Ze pri v v rovnici stala jednotka. Ak by vsak
potencial obsahoval ¢len umerny 72, toto by sa zmenilo a ak by v rovnici bol namiesto jednotky
koeficient (1 4 A), tak sa stiradnica u nevrati na povodni hodnotu po uhle 27, ale po uhle 27 //1 + A.

To znamené, Ze orbita sa za jednu otocku okolo stredu potencialu otoé¢i o uhol

5 = 2m ( - 1) ~—TA . (2.181)

1
VitA
Ako sme pisali vyssie, efekt ostatnych planét na planétu Merkir sa d& zhruba modelovat takouto
poruchou potencidlu a vedie na proces, ktorému sa hovori precesia perihélia. Miesto, kde sa Merkur
nachadza k Slnku najbliZsie, sa pomaly otaca — predstavit sa to da tak, Zze Merkur okolo Slnka kresli
elipsu, ktora ale lezi na pomaly sa otécajucej gramofénovej platni. Pre Merkir je to priblizne 532
uhlovych sekind za storocie.

Z historického hladiska je zaujimavé, Ze k skuto¢ne pozorovanej hodnote 574 uhlovych sekund za

storocie eSte Cosi chyba. Dnes vieme, Ze je za tym najmé vSeobecna teéria relativity. Gravitacna sila

40Ktoré sa da zhruba modelovat poruchou potencialu v tvare 1/r2.
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totiz nie je aplne dokonale popisana potencialom a mé malé relativistické korekcie. Tie vedu
na prispevok k potencialu tmerny r—3. To uZ je problém, ktory sa neda dopocitat analyticky, ale
kedZe tento ¢len je velmi maly v porovnani s ostatnymi, da sa vcelku priamodiaro zahrnut poruchovo
a takmer dokonale vysvetluje chybajice uhlové sekundy. Perihélia ostatnych planét sa stacaju tiez,
napriklad pri Zemi priblizne o 1160 a pri Marse o 1600 uhlovych sektnd za storocie, takmer vsetko
je to v8ak vplyv ostatnych planét. Relativisticky prispevok je najvac¢si prave pri Merktre, ktory je k
Slnku najblizsie. Pri Venusi je to uz len asi 9 a pri Zemi asi 4 uhlové sekundy za storoCie. Ak vés
vypocCet zaujima, pozrite si priklad
D4 sa ukazat, napriklad v tlohe ze v potenciali —km/r sa zachovava nasledujica veli¢ina

N 1 - -
R=—¥xL—

: 2.182
" (2.182)

3R

Hovori sa jej Laplace-Runge-Lenzov vektor, asi preto, Ze ho objavili Hermann a Bernoulli. Okrem
energie a momentu hybnosti méa teda problém dalgiu vektorovi zachovavajucu sa veli¢inu. To ale znie
ako problém, pretoze to dohromady dava 1 4+ 3 4+ 3 = 7 zachovéavajucich sa skalarov. My méme ale k
dispozicii iba 6 poc¢iatoénych podmienok a zda sa, Ze celé situécia je preuréena. Ked sa v8ak pozrieme
na velkost ﬁ,, zistime, Ze sa d& vyjadrit skrz E a L a teda nie je nezéavisla. Navyse R lezi v rovine
drahy, takze R-L=o. Nezavislych zédkonov zachovania mame teda 5, o jeden menej ako pociatocénych
podmienok. A viac ich ani byt nemoZe: keby sa nemenilo Sest nezavislych veli¢in, ktoré zavisia iba od
polohy a rychlosti, nemohla by sa menit ani poloha a rychlost. Siesta pociatocné podmienka hovori, kedy
je teleso kde, napriklad v akom cCase prechadza perihéliom. Systémom s takymto najviacésim moznym
po¢tom zakonov zachovania sa hovori maximéalne superintegrovatelné. Znamena to, %e na néjdenie
tvaru drahy nemusime riesit ziadnu diferencidlnu rovnicu a zakony zachovania su sistava algebraickych
rovnic, ktora ho tdplne urcuje. Na ¢asovy priebeh pohybu po tejto drahe treba este jeden integral, ktory
vedie na takzvant Keplerovu rovnicu. Ako sme uZ raz pisali, zékony zachovania suvisia so symetriami
a R nie je vynimkou. Ide vSak o komplikovanejsiu symetriu, ktoré funguje v hybnostnom priestore a
ak vas to zaujima viac, internet vam isto rdd pontkne vela materidlu pri zadani ¢ohosi ako "hidden
symmetry of kepler problem”.

Kruhova draha existuje pre potencial —1/r" v kazdom extréme efektivneho potencialu, ale len pre
minim4 je stabilni. Na to dostaneme v tlohe podmienku n < 2. V tlohe zas dostaneme, Ze
gravitacny potencial mé v d-rozmernom priestore tvar —1/ rd=2) Co znamena, ze v Stvor- a viacroz-
mernom priestore by boli kruhové orbity v gravitatnom poli nestabilné.

Ako posledni zaujimavost si povedzme, Ze v8etky ohrani¢ené orbity st pre Tubovolnt hodnotu

momentu hybnosti L uzavreté iba pre potencialy 1/r a 2. Tomuto sa hovori Bertrand theorem.

2.3.7 Rozptyl a odpudivé sily

Je zaujimavé pozriet sa na situaciu s odpudivou gravitacnou silou, t. j. s potencidlom
km
Vir)y=+—. (2.183)
r
Samozrejme Ziadna takato gravitacna interakcia neexistuje, ale podla podobného potenciélu sa sprava

elektrostaticka interakcia medzi dvomi rovnako nabitymi Casticami. Namiesto (2.171) dostaneme v
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tomto pripade

—L?/(km?) 70
0) = = . 2.184
r(®) 1_7;%3@059 gcosf — 1 ( )

To je hyperbola pre vSetky hodnoty parametrov, ktoréa je definovand — ako sme uz raz pisali — iba pre
uhly v intervale
1
RS (—90,90) , cosfy = g . (2.185)

7 praktického hladiska je zaujimavé pozriet sa na pripad, ked sa Tahk4 castica rozptyluje na
tazkej castici, ktory sa teda da popisat takouto hyperbolou. Ak by ¢astica bez interakcie preletela vo

vzdialenosti b od stredu potencidlu, od svojho pévodného smeru sa odchyli o uhol

80 =7 — 20 , (2.186)

b2yl
EZ‘”JF]TZ' (2.187)

Na tom je zaujimavé to, Ze z praktického hladiska je tento uhol vcelku priamod&iare merat a tak sa

pricom teraz

vdaka nemu vieme vel'a dozvediet o charaktere interakéného potencialu.

Dalsie ulohy

Priklad 2.47. Rozmyslite si, ze v pripade hmotného bodu pod pdsobenim konstantnej sily F' =
(Fy, Fy, F;) v troch rozmeroch sa na jeho pohyb da pozerat ako na kombinaciu troch nezévislych
rovnomerne zrychlenych pohybov v jednotlivych rozmeroch.

Ak sa posobiaca sila meni, t. j. F; = Fy(z,y, 2) a podobne pre F,, F,, za akych podmienok plati

tvrdenie, Zze pohyby v jednotlivych smeroch st nezavislé? O

Priklad 2.48. Majme vodorovny vietor s rychlostou & = (w,0,0). V fiom sa pohybuje teleso tak, Ze
odporova sila je dané relativnou rychlostou telesa vzhladom na vzduch 4 = ¥ — . Napiste pohybové
rovnice v pripade linearneho aj kvadratického odporu v pripade bez akéhokolvek iného podsobenia a
s konstantnou gravita¢nou silou F = (0,0, —mg). Do akého najjednoduchsieho tvaru sa daja rovnice

upravit zmenou vztaZznej sistavy pre vSeobecné pociatoéné podmienky? O

Priklad 2.49. Teleso vrhneme rychlostou vy Sikmo pod uhlom « a teda #(0) = (0,0,0),9(0) =

(vp cos a, vp sin v, 0). Teleso sa bude pohybovat v gravitaénom poli F= (0, —mg, 0).

1. Zapiste a vyrieSte pohybové rovnice v tomto pripade. Vyjadrite drahu telesa ako y(x) a ukazte,

7e ide o parabolu.

2. Za aky Cas teleso dopadne? Ako daleko dopadne? Do akej maximélnej vysky sa teleso dostane?

Pre aké hodnoty uhla « sa tieto vysledky najvacsie?

3. Teleso hadzeme rovnako ako predtym, ale pred nami sa nachddza kopec so sklonom 5 < a. Do

akej vzdialenosti hore kopcom teleso doleti?
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4. Ako najdalej pozdlz kopca vieme teleso vyhodit? Pre aké o to bude?
O

Priklad 2.50. Na zjazdovke so sklonom « drzime loptu, ktort hodime dolu svahom rychlostou vg pod
uhlom 6y vzhladom na vodorovni rovinu. V celom priklade budeme zanedbéavat rozmery lopty, jej odraz
od zjazdovky budeme povaZzovat za dokonale pruzny a pocas celého pohybu budeme predpokladat, ze

jedina relevantné sila pdésobiaca na loptu je sila tiazova.
e Do akej vzdialenosti od miesta, z ktorého sme ju hodili, dopadne lopta prvykrat?
e Do akej vzdialenosti od miesta, z ktorého sme ju hodili, dopadne lopta druhykrat?
e V akej vzdialenosti od miesta, z ktorého sme loptu hodili, bude jej n-ty odraz od zeme?

e V akej najvyssej vyske nad zjazdovkou sa bude lopta nachédzat pocas n-tého odrazu od zeme?
Vo

A0

N

O]

Priklad 2.51. Najdite mnozinu vSetkych bodov v priestore, ktoré vieme trafit kamefiom, ktory ha-

dZeme v homogénnom gravitacnom poli zo zadaného miesta fixovanou velkostou rychlosti vg. O

Priklad 2.52 (VoIné teleso — oblubeny trivialny pripad II). Prechodom k premennej u = 1/r prestu-
dujte pohyb volného telesa z tlohy O

Riesenie. Pohybovéa rovnica aj s rieSenim je
W +u=0 = u=ugysin(0+6y) = rsin(0+ 6y) = const , (2.188)
¢o je rovnica priamky (pre 6y = 0 je to priamka y = rsin 6 = const). |

Priklad 2.53 (Harmonicky oscilator — oblibeny netrivialny pripad). Prechodom k premennej v = 1/r

prestudujte pohyb linedrneho harmonického oscilatora z tlohy O
Navod. Pozor, elipsa bude mat v poc¢iatku stustavy sturadnic stred a nie ohnisko. |

Priklad 2.54. Majme jedno teleso na dvoch rovnakych pruzinach ako na obrazku

72



—_—
tak, ze ich pokojovéa dlzka je presne pri polohe telesa v pociatku stradnic.
Ako vyzera potencial, v ktorom sa teleso pohybuje? Ide o jednoduchy harmonicky oscilator?

Spravte v tomto potenciali priblizenie malych vychyliek a popiSte, ako sa bude teleso pohybovat.

Ako by to celé vyzeralo, keby boli pruziny rézne? O

Priklad 2.55. Druzica sa pohybuje po kruhovej drahe okolo planéty hmotnosti M vo vzdialenosti H
od jej stredu.

1. Aky cas trva druzici jeden obeh okolo planéty?

2. Zistite, v akej vyske nad Zemou je tento ¢as rovny jednému dnu. Premyslite si, Ze to znamena,

7e druzica bude stale nad tym istym miestom na Zemi, ak obieha nad rovnikom v smere otac¢ania

Zeme@

O
Priklad 2.56. V tomto priklade bude tlohou dopoéitat niekol'ko veci, ktoré sa pouzili na prednagke.
1. Z vyjadrenia

B L?/(km?)

0) =
r(©) 1+ ecosf

najdite vztah pre r. Nezabudnite, Ze viete 6= L/mr?. Ukazte, 7e pre § = 0 dostaneme 7 = 0. To

(2.189)

sa dalo ocakavat, kedZe sme na prednaske zistili, Ze toto je miesto, v ktorom sa teleso nachadza

najblizsie k stredu.
Dosadte r pre # = 0 do vztahu pre celkovi energiu (alebo do vztahu pre efektivny potencial) a
ukazte, ze pre energiu telesa plati

k*m?

E =
212

(e2-1) . (2.190)

2. Ukézte, ze z vyjadrenia pre kartézske suradnice x = r cosf,y = rsin 6 dostaneme

(r —m0)? 92
-+ ==1. 2.191
= + ( )

N4&jdite hodnoty parametrov zg, a, b.

41Ciselné hodnoty gravita¢nej konstanty a hmotnosti Zeme rada prezradi Wikipedia.
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3. Ukazte, ze pre hlavnu polos elipsy a plati
a=——". (2.192)

O

Priklad 2.57. Kam dopadne teleso, ak ho hodime rychlostou mensou, ako nam vyslo v priklade

2.417 O

RieSenie. Tu na rieSenie potrebujeme vediet rovnicu (2.171)) pre trajektoriu

r(0) = a(l —€?)/(1 — ecosb) . (2.193)
Uhol 6 tu meriame od miesta vystrelu, kde je teleso od stredu najd’alej, preto je v menovateli znamienko
minus. Tiez mame vztahy (2.178) pre € a a pre dané F a L. Dosadime a dopocitame

GM — v? (R+H)”

= A 2.194
PV GM — (R + H) (2199

Toto je menej ako 1, ¢o je fajn. Tiez to pre v = 0 d& miesto priamo pod telesom, ¢o je tiez fajn. A pre
vysledok tlohy [2.41] to vrati —1 a pre vicsie rychlosti to da hlapost, lebo teleso nespadne. Samé dobré
Spravy. |

Priklad 2.58. Ukazte, ze v potenciali V(r) = —mk/r je nasledujuci vektor konstantny.

—

. 1 ., - =z
R=—ZxL——.
mk r
Tomuto vektoru sa hovori Laplace-Runge-Lenzov vektor a je Specidlnou zachovéavajicou sa veli¢inou

pre 1/r potencial. Premyslite si, kam smeruje tento vektor. O
Priklad 2.59 (Stabilita kruhovych orbit). Majme potencial v tvare V(r) = —km/r™.

e Napiste vztah pre efektivny potencial a najdite podmienku pre jeho extrém.

e Vypocitajte druhu derivaciu efektivneho potencialu v tomto bode a zistite, za akych podmienok
je tento extrém minimom. Interpretujte tento vysledok ako podmienku pre stabilitu kruhovej

orbity.
O

Priklad 2.60 (Gravitacia v d rozmeroch). Z akéhosi dovodu, o ktorom budeme rozpravat v dru-
hom pokracovani tohto predmetu, je vSeobecnejsia podmienka pre tvar gravitacnej sily dana ploSnym

integralom
/ dS . f= —4rGM | (2.195)
oN

pre Tubovolnt oblast Q € R?, kde f je intenzita gravita¢ného pola dana vztahom f =F /m, M je
celkovad hmotnost vnitri Q a kde 9 oznacuje hranicu objemu €.
Rozmyslite si, Ze ak pouzijeme za objem  gulu s polomerom 7, dostaneme Newtonov gravitaény

zakon. Na aku zavislost F' od r to vedie v d rozmeroch? O
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Priklad 2.61. Budeme Studovat pohyb telesa v gravitaénom poli Slnka s potencidlom —GMm/r s

malou poruchou —A/r?,

AKka4 sila posobi na teleso v takomto pripade?

Akt rovnicu spliia premenna u(f) = 1/r(0)? Aké ma rieSenia?

Z bodu r = rg,0 = 0 vypustime rychlostou vg teleso v smere kolmom na polohovy vektor. Za

akych podmienok bude pohyb telesa ohraniceny?

Za akych podmienok sa teleso bude nachédzat opat vo vzdialenosti r¢? Interpretujte tento vy-

sledok pre malé A ako stacanie orbity.

O
Vysledok. Teleso sa dostane naspét do tej istej vzdialenosti po otoceni o uhol
2
. — (2.196)
1- 2,
mUOTO
|

Priklad 2.62 (Anomélna precesia perihélia). Budeme robit ¢osi podobné ako v predchadzajucom
priklade, ale v pripade korekcie od vSeobecnej relativity. D4 sa ukazat, Ze ta vedie na ¢len v potenciéli

v tvare

2

—W . (2.197)
Ukazte, 7e pre L < 2v/3GMm /¢ nema efektivny potencial ziadne minimum a neexistuju ziadne kruhové
orbity. Rozmyslite si preco. UkaZte, ze pre vicsie hodnoty existuje jedna stabilnd a jedna nestabilné

kruhova orbita.
Majme teraz stabilni kruhovi orbitu, ktorej polomer oznacme r9. Ked ju malo porusime, teleso
bude vykonavat malé kmity okolo minima efektivneho potencialu. Aka je frekvencia tychto kmitov?
Po prejdeni akého uhla sa teleso dostane spét do tej istej vzdialenosti od stredu? Co to znamena pre

otoclenie elipsy, po ktorej obieha? O

Vysledok. Uhol, o ktory sa za jednu peridédu otoci elipsa, je

_ 67G(M +m)

0 = ~ga = (2.198)

kde ¢ je excentricita eliptickej trajektorie /1 — b2/a?. Pre Merkur je toto ¢islo uz spominanych 43

uhlovych sekiind za storocie. |

Priklad 2.63. Odvodte vztahy (2.186]) a (2.187). O
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Priklad 2.64. Teleso vrhame v homogénnom gravita¢nom poli rychlostou s danou velkostou v. Ak
sa teleso pohybuje s odporom vzduchu F ~ —, dopocitat uhol, pod ktorym treba teleso hodit, aby
doletelo najdalej je tazké. Da sa vSak dokazat nasledujice tvrdenie:

Nech « je uhol, pod ktorym treba vrhnut teleso, aby pri danej rychlosti doletelo najd’alej a nech
B je uhol, pod ktorym teleso dopadne na zem (t. j. uhol, ktory zviera v momente dopadu rychlost s
podlozkou). Potom o + 8 = /2. O
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3 Dynamika ststav hmotnych bodov

Vo svete sa nachadza viac ako jedno telesolCitation needed] " A 53 ked sme toho vedeli len s jednym
telesom popisat celkom vela, budeme sa musiet pohnut dalej. KIu¢ovou vecou tu bude treti Newtonov

pohybovy zakon, ktory hovori o tom, ako mdZe, resp. musi, vyzerat interakcia dvoch telies.

e Zakon akcie a reakcie — ak jedno teleso posobi silou na druhé, potom musi nutne druhé teleso

poOsobit na prvé a tato sila je rovnako velk4 a opa¢ného smeru.

V nasledujucich ¢astiach bude index i &islovat hmotné body od 1 po N, kde N je pocet telies,
s ktorymi mame do ¢inenia. Silu, ktord na i-te teleso posobi v dosledku pritomnosti j-teho telesa,
oznacéime F;] Treti Newtonov zédkon potom hovori, Ze 15;]' = —F_)’]Z Hmotné body charakterizuje ich
hmotnost a ta budeme oznacovat m;. Okrem zékona akcie a reakcie teda budeme mat Standardnu

pohybovt rovnicu pre kazdé teleso

mid; =Fy =Y Fj+FXT i=12.. N, (3.1)
i#i

kde sme vonkajsiu silu posobiacu na i-te teleso oznacili FZEXT.

3.1 Dva hmotné body

Na za¢iatok majme dve telesa s hmotnostami m a me, ktoré medzi sebou nejak interaguji. S¢éitanim

ich pohybovych rovnic dostaneme
MAT1 + maZs = ﬁlEXT + ﬁzEXT + Flo+ Fy . (3.2)

Posledné dva ¢leny sa odéitaju vdaka zdkonu akcie a reakcie. Ak na telesd zvonku ni¢ nepdsobi,

dostaneme

mlfl + mg.%z =0, (3.3)
a teda vyvoj polohy bodu so stradnicou

~  MmyT] + MmaT

R = T e (3.4)

my + ma

bude jednoducho rovnomerny priamodciary pohyb s rychlostou

L mqU + ma

g = M 2V2 (3.5)

mi + ms

Tomuto bodu sa hovori tazisko a mozno v iom spoznévate vazeny priemer poldh jednotlivych telies.

Teraz (3.3) prepiseme do tvaru

% (m1171 + 7TL2172) =0 = mit; + meoth = const . (36)

To je zédkon zachovania hybnosti. Konkrétne rozdelenie tejto veli¢iny medzi mqv) a mots sa moze

menit, ale siucet zostava pocas ¢asového vyvoja rovnaky.
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3.1.1 Pruzné zrazky dvoch telies

Majme dve telesa, ktoré nemaju Zziadnu interakciu na dialku — ako je napriklad gravitac¢né interakcia
— ale poOsobia na seba, iba ked sa dotykaja. Ak teda &7 # &2, pohybuji sa rovnomerne priamociaro
rychlostami ¥ a ¥s. Pri dotyku telies medzi nimi dochadza k nejakej interakcii, ktora nebudeme presne
Specifikovat. Dolezité pre nas bude, ¢o sa bude diat po zrazke, teda ked sa telesa rozpoja a zmenenymi
rychlostami sa budi opéat pohybovat rovnomerne priamodiaro.

Na to, aby sa niekedy zrazili, sa musia v nejakej ststave pohybovat po tej istej priamkelﬂ. V tejto
stustave je teda nas problém jednorozmerny a moézeme vynechat vSetky Sipky. Ak zavedieme oznadcenie

rychlosti pred zrazkou v1, vy a po zrazke v], vh, situdcia vyzera nejak takto

B vy v B vy Up

Vo v8eobecnosti interakcia nemusi zachovavat (mechanicki) energiu a ¢ast povodnej (kinetickej)
energie telies sa moze stratit — napriklad premenit na teplo alebo na deforma¢nu energiu. Hybnost
sa musi zachovavat vZdy. Pozrime sa najskor na jednoduchsi pripad, ked sa energia zachovava. V

laboratérnej sﬁstave@ potom dostavame

myvy + movy =myvy + mavh | (3.7a)
1 1 1 1
§m1v% + imgv% :§m1v£2 + §m2v§2 . (3.7b)

To je stistava dvoch rovnic o dvoch neznamych (¢iarkovanych rychlostiach), ktorta vieme priamo vyriesit.
UkéZzeme si ale jednoduchsiu a hlavne fyzikalnejsiu cestu.
Na zrazku sa pozrieme v taziskovej stustave, t. j. takej, kde tazisko stoji. Ak rychlosti v nej oznac¢ime

pismenom u, dostavame

miv1 + movs
wW=——"" U=V —W, U=V — W, (3.8)
mi + ms

a tiez, ze hybnost v taziskovej stistave je nulova
miug + moug = mq(vy — w) + ma(ve —w) =0 . (3.9)

KedZe aj v tejto sustave musia platit rovnaké zakony, hybnost a energia sa musia zachovavat. Mohli

by sme napisat rovnice a riegit, ale je zrejmé, Ze rieSenim bude
/ /
U} = —uy, Uy = —Uz . (3.10)

Toto evidentne oba zakony spliia a okrem trivialneho rieSenia u} 4 = u; 2, ked k ziadnej zrazke nedoslo,

sustava linearnej a kvadratickej rovnice viac rieSeni mat nemoze.

420 zmene vztaznych sustav sme zatial nehovorili, budeme o nej hovorit az v ¢asti[4l Zatial nam bude stacit to, Ze v
inej sustave — t. j. z pohl'adu pozorovatela, ktory sa vzhladom na tt povodna pohybuje rychlostou ¥ — treba od vSetkych

rychlosti odé&itat tento vektor.
43Tak nazyvame nejaki dobre definovana ststavu, v ktorej rychlosti telies meriame.
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Priklad 3.1. Prec¢o sme nemohli spravit trik ’ULQ = —v1,2 v laboratornej ststave, ale museli sme pre-
chadzat do taziskovej? O

Prechodom spét do laboratérnej sastavy dostaneme

v =ul +w=—up +w=—v + 2w, (3.11)
vh =uhH +w = —vy + 2w , (3.12)
¢o po dosadeni (3.8) da
— 2
R (3.13a)
my + ma my + ma
— 2
vé _m2 — 1y vy + mi vy . (3.13Db)
mi + ms2 my + ma

Priklad 3.2. Dosadenim overte, Ze rychlosti (3.13)) splhajt zakon zachovania hybnosti a zakon zacho-
vania energie ((3.7)). O

V rovniciach (3.13) sa skryva niekolko zaujimavych $pecialnych pripadov.

e V pripade my = mo si hmotné body vymenia rychlosti. To dava zmysel, pretoZze pre dva rovnaké
hmotné body vymena rychlosti a prechod jedného cez druhy daji v kone¢nom doésledku ti isti
situdciu ako ziadna zrazka — ak by sme v momente zrazky vymenili oznacenia 1 <+ 2, nikto si ni¢
nevsimne. Specialne ak druhé teleso stalo, vy = 0, dostaneme v] = 0 a v) = v1. Toto sa da overit

na minciach na stole alebo na Newtonovej koliske.

e Limita m; — oo alebo mg — 0, teda zrazka velmi tazkého a/alebo velmi Tahkého telesa@ da
v] = vy, vh = —v9+2v1. Velké teleso si teda zrazku ani nevSimne — to dava zmysel — a malé teleso
sa odrazi a k tomu si odnesie dvojnasobok rychlosti velkého telesa. Toto sa da vidiet napriklad
na pingpongovej a basketbalovej lopte, hra kli¢ovi tlohu pri raketovych §portoch a je zakladom
manévru zvaného gravita¢na katapultaz (pozri ulohu .

e Od vztahov (3.13]) by sme ocakéavali, Ze budi mat symetriu my <> meo, v — —vy, v2 — —v; (a
rovnako pre Clarkované rychlosti). To preto, Ze to zodpoveda pohladu na situiciu z opacnej

strany. Lahko overime, Ze tomu tak ozaj je.

Priklad 3.3 (Biliard). Majme dve gule rovnakej hmotnosti m a rovnakého polomeru R, ktoré sa

pruzne zrazia.
e Ako vyzera rozumné sustava na popis tejto situédcie?
e Aké st rychlosti guli po zrazke a ako to celé vyzera vo vami zvolenej ststave?

e Ako vyzera situacia, ked jedna z guli pred zrazkou stoji?

“Uplne korektne by sme mali pisat ma/m1 — 0.
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RieSenie. Budeme predpokladat, Ze gule moézu menit svoju rychlost, len ked sa dotykaju, a len v smere
spojnice svojich stredov v tomto momente. Zmena rychlosti v smere kolmom na spojnicu by musela
byt spdsobend nejakym trenim alebo ¢imsi podobnym, ¢o v tomto zjednoduSenom pripade nebudeme
uvazovat. Je rozumné zvolit stradnice tak, Ze pociatok bude v bode dotyku v ¢ase zrazky, jedna os

bude v smere spojnice stredov a druhé v kolmom smere.

et

Pre rychlosti plati 01 = (vig,v1y), U2 = (V2g, U2y) & kedZe gule st rovnaké, pre rychlost taziska mame
jednoducho

. 1 1

w = (2 (le + ng) '3 (Uly + Ugy)> . (3.14)

Ak predpokladame zakon zachovania energie a hybnosti, v taziskovej sastave mame do ¢inenia s dvomi
doterajsimi pripadmi — v z-ovom smere gule nijak neinteraguja a tym padom st ich rychlosti v tomto

smere pred a po zrazke rovnaké, v y-ovom smere zmenia gule svoju rychlost na opaén,

Uty — u’ly = —Uly , Uy — u'zy = —Ugy (3.15)
a teda
174 = u1 + W = (’le,’l)zy) , ’L_)é = ?7,2 + W = (’ng,vly) . (3.16)

Ak jedna z guli, nech je to ta horna, pred zrazkou stoji, potom dostaneme
7 = (0,v2y) , Ty = (v2z,0) (3.17)

a vidime, Ze stojaca gula odleti po spojnici stredov v momente dotyku a pdvodne pohybujica sa gula
poputuje kolmo na tento smer. Takto sa da mierit v biliarde a tak sa da poslat gula pozdlz mantinelu
do diery. A tiez to vedie na problémy, ak je farebna gula niekde na Thélesovej kruznici nad kratSou
hranou stola — vtedy byva komplikované poslat farebnia gulu do diery bez toho, aby spadla aj biela.
Ak poznéte, viete. Ak nepoznéate, mate vyhovorku ist si to celé kamsi vyskusat.

Alternativne sa da kolmost vyslednych rychlosti po zrazke dokazat nasledovne. Nech je rychlost
prvej gule pred zrazkou v, po zrazke maju gule rychlost @) a @4. Pre rovnaké gule maja zékony

zachovania hybnosti a energie tvar
o =0y + Ty , o~ To =0y T + 0T . (3.18)
Ked vynasobime prvi rovnicu skalarne samu so sebou, dostaneme
vg = ()" + (v3)” + 207 - 7 (3.19)

z ¢oho pouzitim tej druhej dostaneme kolmost vyslednych rychlosti. |
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3.1.2 Nepruzné zrazky telies

Ako sme povedali, vzajomné interakcia telies energiu zachovavat nemusi. Presnejsie povedané, nemusi
zachovivat mechanickd energiu a nejaka cast povodnej kinetickej energie sa moze premenit na iné
formy energie, napriklad na teplo alebo energiu deformécie. Hybnost ale musi zostat zachovana tak ¢i
tak. Namiesto teda piSeme

myvy + movy =miv] + mavh | (3.20a)
1 1 1 1
§m1v% + §m2v§ :§m1vi2 + §m2v§2 +AFE (3.20b)

kde AF je spominand stratena cast energie. Otazkou teraz je, kolko to méze byt. Nemoze sa stratit
uplne vsetka energia, pretoze to by znamenalo nulové rychlosti a tym padom nulova hybnost. To by
ale bolo v rozpore so zékonom zachovania hybnosti. Tato tivaha ale naznacuje aj rieSenie — vSetka
energia sa moze stratit v stustave, kde je celkova hybnost nulova. Tam moZzu telesa zastat, a teda sa

cela kinetickd energia moze premenit na iné formy energie. Pre energiu v taziskovej sistave dostavame

1 1 1 mimg

Er= - —w)?+ = —w)l = (g —9)? 3.21
T = gmai(v = w)” + Sma(vz2 —w) wm+m5m v2) (3.21)
a teda maximum energie, ktoré sa méze stratit, je
1 mi1ms9 2
AFE =-———(v1 — . 3.22
max 9 my + mo (Ul UQ) ( )

Lahko sa potom overi, Ze zvy$na energia v laboratérnej siistave po zrazke je
/ 1 2
Ejgp = Eiap — AE = S (mq +ma)w” (3.23)

presne ako by sme ocakavali. Takejto zrazke, po ktorej sa telesa pohybuji spolu rychlostou taziska w,

sa hovori dokonale nepruzné.

3.1.3 Problém dvoch telies

Pozrime sa teraz na situéciu, kde na dve telesa pdsobia potencidlové vonkajsie sily a aj ich vzajomné

interakcia sa da popisat potencidlom. Mame teda do ¢inenia s potencidlom v tvare
V(fl, fz) = Vl(.’fl) + VQ(fQ) + U(fl, fg) (3.24)

a silu posobiacu na telesd dostaneme derivovanim tejto funkcie podl'a zodpovedajicich siradnic. Ro-
zmyslime si, aky tvar moze mat potencial vzajomnej interakcie U. Ak ide skuto¢ne o dvojcasticovii
interakciu, t4 by nemala zavisiet od uplne ni¢oho iného, ako je vzajomné konfiguracia nasich dvoch
hmotnych bodov. Ak predpokladéame, Ze priestor je homogénny a izotropny — to znamena, Ze v fiom
neexistuje preferované miesto ani preferovany smer — funkcia U by mala zévisiet iba od relativnej
polohy castic a teda byt iba funkciou ¥ = #; — ¥5. TieZ by nemala zavisiet od smeru tohto vektora,
takze bude iba funkciou jeho vel'kosti r, pretoZe to je jedind nezéavisla rotacne a translacne invariantna

veli¢ina, ktora z dvoch vektorov vieme vyrobit. Mame teda U (%, Z2) = U(r).
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Ak oznacime celkovit hmotnost M = mj + ms, dostaneme pre pohyb taziska

Mﬁ = m1i’1 + mgi"g = —61‘/(51,5,"2) — 62‘/(1_"1,1_"2) = —61‘/1 — 62‘/2 — (ﬁlU + 62[]) , (3.25)

—

kde sme oznacili V; = (0y,,0y,;,0%,). Z tvaru funkcie U dostavame, ze zatvorka v predchadzajucom
vztahu je nutne nulovi — ¢o je vlastne aj désledok zékona akcie a reakcie — a zrychlenie taziska teda
urcéuju len vonkajsie sily posobiace na hmotné body.

To je velmi dolezité a ospravedliiuje to fakt, ze sme sa pohybu hmotného bodu venovali skoro pol
semestra, aj ked ide iba o zjednoduseny model. Leboﬁ ked akukolvek sistavu zavrieme do Skatule a
pozerame sa iba na jej celkovy pohyb, ten bude dany pohybom taziska ako hmotného bodu pod vplyvom
suctu vonkajsich sil. Vnutorné sily tento pohyb nijak priamo neovplyviuja a ani ho nekomplikujt.

Co so situaciami, ked je vyslednica vonkajsich sil nenulové, uvidime v ¢asti o neinercialnych vztaz-
nych sastavach. Zatial sa podme pozriet na pripad, ked je nulova a taZzisko sa hybe rovnomerne
priamociaro R = it + RO. Vieme teda, ako sa bude v ¢ase vyvijat vaZeny sicet vektorov 71 a s,
ostava nam uréit vyvoj ich rozdielu. Okrem toho je, &sto z tvaru funkcie U, rozumné pozerat sa na

vyvoj 7. Poc¢itame
F=a) —Ty=—Fg— —Fy = ————2Fjyg= ———7, (3.26)
m

kde sme zaviedli takzvanu redukovanti hmotnost

mims
= - 3.27
H mi + ma ( )

a vyuzili sme
- - dU ¥y — 7 dUu
Fo=-viu=_-2207"%_ %5
dr r dr

Pri tomto vypocte sme predpokladali, Ze vonkajsie sily neposobia. Nulova vyslednica na to nestadi,

(3.28)

vo vSeobecnosti by na pravej strane pribudol rozdiel zrychleni, ktoré telesim udeluju vonkajsie sily,
—miﬁlvl + %2621/2 Dostali sme teda pohybovii rovnicu, ktord vyzera ako rovnica pre pohyb jed-
ného telesa s hmotnostou u v centralnom potenciéli rovnakého tvaru, ako je potencial pre interakciu
dvoch telies. Problém dvoch interagujucich telies sa nam teda podarilo rozviazat na problém dvoch
nezévislych telies — jedno tazZisko a jedno ﬁktivnﬂ teleso, ktoré urcuje relativny vektor skutoénych
telies. Pohyb jedného telesa sme sa uz naudili riesit celkom dobre. Ked tieto dva pohyby mame, vieme
z vyjadrenia

- 5, M2, 5 M1,

$1:R+M ,.%'QZR—MT', (329)
dostat hladany ¢asovy priebeh &1(t) a Za(t).

45 Ako uvidime &oskoro aj vo vieobecnom pripade N hmotnych bodov.
46Napriklad pre dva opaéné naboje v homogénnom elektrickom poli je vyslednica nulova, ale pole dvojicu natahuje

a nataca. Naopak, tento ¢len je nulovy aj vtedy, ked vonkajsie sily udeluju obom telesam rovnaké zrychlenie, ako v
homogénnom tiazovom poli. Tazisko vtedy pada po parabole, ale relativny pohyb je rovnaky, ako keby pole nebolo. Ak
pole homogénne nie je, z tohto ¢lena ostanu slapové sily. S takou situaciou, Zem a Mesiac obiehajice okolo Slnka, sa
stretneme v tlohe o slapovych silach v ¢asti E}

4TRespektive este fiktivnejsie.
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Priklad 3.4. Dosadenim (3.29)) ukazte, Ze celkova energia a celkovy moment hybnosti dvoch telies sa

rozdelia na ¢ast patriacu tazisku a cast patriacu fiktivnemu telesu,

1 :, 1 .
E = 5MR2 + 5#772 +U(r), (3.30)
L=MRxXR+purxrt. (3.31)

V taziskovej ststave teda ostantd len druhé Casti, ktoré sa presne energiou a momentom hybnosti telesa
s hmotnostou p v potenciali U(r). Prave tie budeme v nasledujicich prikladoch dosédzat do vztahov

pre pohyb jedného telesa. O

Priklad 3.5 (Dvojhviezda). Majme dve rovnako velké hviezdy hmotnosti m, ktoré okolo seba obiehaju

po kruznici rychlostou v.
e Kde je tazisko tejto sustavy?

e Ako vyzera tato tloha z pohladu Newtonovho zakona pre jednu hviezdu? Aky je polomer kruz-

nice, po ktorej hviezdy obiehaji?
o Akéa je redukovana hmotnost sustavy? Aky je jej celkovy moment hybnosti a celkova energia?

e NapiSte zodpovedajicu pohybova rovnicu pre fiktivne teleso z prednasky a vyrieSte ju. Z toho
néajdite polohové vektory kazdej z hviezd a overte, Ze dostanete rovnaky polomer kruznice, po

ktorej obiehaju, ako z Newtonovho zakona.
O

RieSenie. e Tazisko je presne medzi hviezdami. Ukaze to vypocet, ale rychlejsie to dostaneme zo
symetrie tlohy — ak situaciu zozrkadlime vzhladom na rovinu ich symetrie, situacia sa nezmeni,

a teda tazisko musi lezat v tejto rovine. Plus musi leZzat na ich spojnici.
e Na kazdia hviezdu podsobi gravitacna sila velkosti

m2
P gz%)? , (3.32)

kde R je polomer kruZnice, po ktorej hviezdy obiehaji. Tato sila musi byt dostredivou pre

patriény pohyb po kruznici, a teda

Gm?2  muv? B Gm

1R - R’ = = (3.33)

e Redukovani hmotnost je jednoducho i = m?/2m = m/2. Fiktivne teleso sa pohybuje v potenciali

Gm? 2Gmu
Ur) = V(r) = -2 = 2

(3.34)

Vidime teda, Ze vSade tam, kde sme predtym pisali GM, budeme teraz musiet pisat 2Gm.
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Celkovy moment hybnosti je

L=mvR+mvR =2mvR = 4puvR |

(3.35)

kde sme si v zaveretnom kroku pripravili vyraz tak, aby sa nam l'ahko aplikoval na teleso hmot-

nosti p. Podobne je celkové energia

1 5, Gm? 2 2Gmyp

E:2§mv ~ 3R = 2uv

Rozmyslite si, pre¢o sme energiu zapisali v takomto tvare.
e Zo vztahu pre energiu (2.177]) dostaneme

3 2
w?(2Gm)
F="m -1,

(3.36)

(3.37)

Podmienka kruhovej trajektorie ¢ = 0 s pouzitim (3.36]) da, neprekvapivo, (3.33)). Alternativne

by sme mohli pozadovat, aby parameter trajektorie ro vySiel presne 2R, t. j.

L2 G
R = R=-"

2 o
2Gmu? 42

(3.38)

Oplati sa pozriet presne na to, ako dostaneme pohyb skuto¢nych hviezd z pohybu fiktivne;j

hviezdy. Z vyjadrenia pre polohové vektory (3.29) méme

—_

" L 1
X1 = =r Tro = —=T
2’ 2

a z toho tento obrazok

(3.39)

Priklad 3.6. Majme dve telesd hmotnosti m. Jednému telesu udelime rychlost v kolmo na ich spojnicu,

druhému udelime rychlost v v smere priamo pre¢ od prvého telesa.
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Telesa sa pritahuju podla Newtonovho gravita¢ného zékona, inak na ne ni¢ neposobi.

e AKk4 je redukovand hmotnost p pre tento systém? Najdite rychlost taZziska tejto sistavy a najdite

rychlosti telies v taZiskovej stustave.
e Aké je celkova energia a celkovy moment hybnosti systému v taziskovej sustave?

e Akt podmienku musi splhat v, aby sa telesa nevzdialili do nekone¢na ale obiehali po elipse okolo

spolo¢ného taziska?

e 7 vyjadrenia E a L néjdite parametre drahy a,e fiktivneho telesa, ktorého pohyb urcuje pohyb
tychto dvoch telies.

e Aké je minimalna a maximalna vzdialenost, do ktorej sa od seba telesa dostani?

o Aké je explicitné vyjadrenie pre ¥ a I's v pdvodnej siistave?

O
RieSenie. e Tu opét u = m/2. Pre rychlost taziska
1. 1. 1 1 1
w = 5_’1 + §f2 = 5 (U, 0) + 5 (07 _U) = 5 (Uv _U) : (340)

Tazisko sa bude pohybovat rovnomerne priamoé¢iaro, a teda é(t) = wt. Rychlosti v taziskovej

stustave dostaneme odpocitanim w, a teda
v,v) . (3.41)
e Potencial pre fiktivne teleso je

U(r)=V(r)=- = (3.42)

a opat bude tlohu GM hrat 2Gm. Pre moment hybnosti méme

11
L= m§D§U X 2 = puDv (3.43)
a pre energiu
1 v Gm? 1 2Gmu
E=-m—x2— = —2u? — A4
2" D 2" D (3.44)
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e Energia fiktivneho telesa musi byt zaporna, a teda

1, Gm? 2Gm
- —_— . A4
SV < 5 = v < \/ D (3.45)

Tu si treba dat pozor, Ze ide o energiu v taziskovej sustave. Keby sme pocitali s energiou v

povodnej sustave, dostali by sme iny a nespravny vysledok. Problém je v tom, Ze nejaka cast

energie sa nedokaZe premenit na gravitaénu energiu pri vzdalovani, lebo si ju drzi pohyb taziska.

e Na dalgie dva body treba podosadzovat do vztahov (2.178|) a nezabudnut namiesto GM pisat

2G'm a namiesto m pisat u.

e Tak si to napiSme poriadne.

1
flzwt—l-?’l?, To = Wt — =T (3.46)

kde vektor 7 je v polarnych stradniciach so stredom v R dany nasledovne

To . L
r=—-—,0=—. (3.47)
1+4+ecosb ur
Na obrazku cela tato situécia vyzera takto
T"
— = —> .7 F \\
w e 3 \
y \
/ \ 1
/ |
/ |
/ F !
. / 2 /
R =t )/
| 0 ,
‘ ,
1= 7
AV
|

Priklad 3.7. Do akej najmensej vzdialenosti od Slnka sa dostane kométa, ktora mé v najvzdialenejSom

bode svojej trajektorie rychlost v a je vtedy vo vzdialenosti D od Slnka? O

RieSenie. Na situiciu sa pozrime v taziskovej sistave. Ak oznac¢ime hmotnosti kométy a Slnka ako

m1 a mg a ich vzdialenosti od taziska, ktoré musi byt na ich spojnici, ako x1 a xo, potom

‘ 71 <72y mixry = mexy , ¥1 +x9 =D | (3.48a)
.

mq U

mao ma

v z =D . (3.48b)

, X2 =
m1 + mo my1 + mg
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Rychlosti kométy aj Slnka v najvzdialenejSom bode musia byt kolmé na ich spojnicu, potom pri

oznaceni tychto rychlosti v; a v méame
V1M1 = UMy . (3.49)

Rychlost v zo zadania budeme chapat ako rychlost kométy v taziskovej stustave, v1 = v. Pre m1 < mg
je prakticky rovnaka ako rychlost kométy voc¢i Slnku, v1 4+ ve = (1 4+ mq/ma)v. Pre celkovy moment
hybnosti ststavy dostavame

L = miviz1 + movaxy = myvD (3.50)

a pre celkovii energiu

1 1 Gm1m2 1 mq Gmlmg
E = le’l]% + 57’7127)% — T = 5 <1 + miz m1112 — T . (351)
Nase fiktivne teleso bude obiehat po elipse s hlavnou polosou a excentricitou
Gm1m2 2 2EL2
a=—— 172 2y S0 3.52
2F w(Gmims)? (3:52)
Overime, ze a(l +¢) = D (prec¢o?) a pozrieme sa, omu sa rovna a(l — ), z ¢oho dostaneme
1 (1 + m) v?
2

d=D 2 (3.53)

Gma _ 1 my\ .2
5 2<1+m2>v

Okrem spravnej rozmernosti tohto vyrazu si vSimnime, Ze v limite m; — 0 dostavame koneény vysledok,
rovnaky ako pre kométu obiehajucu okolo nehybného Slnka, ale v limite mo — oo dostdvame nulu. Je
to teda priklad vysledku, kde poslat hmotnost jedného z telies do nuly da iny vysledok ako druhého
do nekone¢na. Dévod je v tom, ze mg tu hra dve tlohy. Pomer m;j/mgy uréuje, ako velmi sa pod
vplyvom kométy pohne Slnko, a Gmsg urcuje, ako silno Slnko kométu pritahuje. Limita m; — 0 meni
len prvé. Limita mo — 0o meni aj druhé, a ked pri nekone¢ne silnej pritazlivosti drzime rychlost v
pevni, kométa spadne do Slnka. Pohybu okolo nehybného Slnka teda zodpoveda limita my/mg — 0

pri pevnom Gmsg. |

Priklad 3.8. Majme dve telesa s rovnakou hmotnostou na koncoch pruziny tuhosti k, ktora méa v
nenatiahnutom stave dizku D a na ststavu zvonku ni¢ neposobi. Co sa bude diat, ked udelime telesam
nejaké rychlosti? Vseobecné, roznej velkosti a rozneho smeru. Pre Specidlny pripad D = 0 néjdite aj

explicitné rieSenie pre polohy telies. O

Dalsie ulohy

Priklad 3.9 (Tazisko). Majme N hracich kariet/zapalkovych Skatuliek/krabic od pizze/niecoho po-
dobného s najdlhgou hranou a. Ako daleko za hranu stola moéze najviac presahovat okraj najvyssej z

nich, ak ich ukladdme na seba?
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Priklad 3.10 (2D zrazka). Majme dva hmotné body s hmotnostou m. Jeden stoji, druhy do neho
narazi a po zrazke sa nepohybuji po poévodnej priamke, ale pohybuju sa v rovine. Aky moze byt

maximélny uhol medzi smermi ich pohybu? O

Priklad 3.11 (Balistické kyvadlo). Bednic¢ka s pieskom hmotnosti M visi na Spagate. Rychlostou v
do nej vleti ndboj hmotnosti m a uviazne v nej. Ako vysledok bednic¢ka vystupi do vysky h. Aka bola

rychlost nédboja? O

Priklad 3.12 (Priblizovanie ako nepruzné zrazka). Majme dve telesa s hmotnostami m; a ma, ktoré

sa odpudzuju silou, ktord ma podobny tvar ako gravita¢na (napriklad dva elektrony).
e Ako vyzeré jej potencial?

e Ak na zadiatku jedno teleso stalo a druhé nai letelo z velkej vzdialenosti rychlostou v, do akej

najmensej vzdialenosti sa telesa priblizili?
O

Priklad 3.13. Majme dve telesad s hmotnostami mj a ms na pruzine tuhosti k& a pruzina je vo svojej
pokojovej dizke. Jednému z telies udelime rychlost v v smere ich spojnice. Akd bude najmensia a
najvacsia vzdialenost telies pocas pohybu? MozZete predpokladat, Ze rychlost nie je prilis vel'ka a pruzina

sa nikdy uplne cela nestlaci. O

Navod. Ak je pokojova dlzka pruziny I, potom je energia potrebné na dosiahnutie vzdialenosti « medzi

jej koncami rovna k(z — 1)%/2. [

Priklad 3.14 (Fyzikalna olympiada, krajské kolo, kategoria D I). Na okraji stola vysky H stoji gula
hmotnosti M. Vleti do nej nédboj s hmotnostou m, preleti cez nu a obe telesd spadnii na zem. Ak
sa naboj na zaciatku pohyboval rychlostou v a po zrédzke dopadol do vzdialenosti d od stola, do akej

vzdialenosti od stola dopadla gula? AkA energia sa spotrebovala na prerazenie gule? O

Priklad 3.15 (Fyzikalna olympiada, krajské kolo, kategoria D II). Z jedného bodu visia na $pagatoch
dlzky [ dva kusy plasteliny s hmotnostami m; a ms. Kus s hmotnostou m; vychylime do vodorovnej
polohy, uvolnime a déjde k dokonale nepruznej zrazke. Do akej vysky vystipi vysledny kus plasteliny

po zrazke? O
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Priklad 3.16 (Koeficient restittcie). Medzi pruznou a dokonale nepruznou zrazkou je cela skala zra-
7ok, pri ktorych sa strati len Cast energie. Jednoduchy model takej zrazky dostaneme, ak budeme
predpokladat, Ze v taziskovej stustave sa rychlosti telies pri zrazke otocia a zmensia v rovnakom po-

mere, U/1,2 = —euip, kde 0 < e <1 je takzvany koeficient restiticie.

e Overte, Ze sa pri takejto zrazke zachovava hybnost. Aké st rychlosti telies po zrazke v laboratérnej

sustave? Co dostaneme pre e =1 a pre e = 07
e Kolko energie sa pri zrazke strati?

e Lopticka pustend z vySky h na tvrda podlahu vyskoéi do vysky hi. Aky je koeficient reStitucie
zrazky lopticky s podlahou? Do akej vysky lopticka vysko¢i po n-tom odraze a ako dlho bude

trvat, kym skakanie skonci?
O

Priklad 3.17 (Gravita¢na katapultaz). Sonda leti rychlostou w oproti planéte, ktora sa pohybuje
rychlostou V. Obe rychlosti meriame v siistave Slnka, planéta je ovela tazSia ako sonda a posobenie

Slnka pocas preletu okolo planéty zanedbéme.
e Aku velku rychlost mé sonda v stustave planéty daleko pred preletom a akt daleko po hom?

e Akou rychlostou sa bude sonda pohybovat v ststave Slnka, ak ju planéta oto¢i o 180°7 Porovnajte

vysledok s pruznou zrazkou velmi tazkého a velmi I'ahkého telesa.
e Ak rychlost bude mat sonda v stistave Slnka, ak ju planéta oto¢i o uhol a?
e Odkial sa berie energia, ktora sonda ziskala?
O

Priklad 3.18 (Dvojhviezda reloaded). Majme dve rovnako velké hviezdy hmotnosti m, ktoré sa na
zatiatku nachadzajiu vo vzdialenosti 2R a maju rovnako velké rychlosti v kolmé na ich spojnicu a

opacfného smeru. Tato rychlost je ale mensia ako rychlost potrebna na pohyb po tej istej kruZnici z

tlohy
e Aky je celkovy moment hybnosti a celkové energia systému?

e Ako vyzera potencial, v ktorom sa pohybuje fiktivne teleso, ktorého pohyb popisuje pohyb dvoch
hviezd? Ako vyzera konStanta v potenciili vyjadrend pomocou redukovanej hmotnosti p? Ako

vyzera celkové energia a celkovy moment hybnosti?

e Najdite pohyb fiktivneho telesa a z neho pohyby oboch hviezd.
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Priklad 3.19 (Zem a Mesiac). Majme dve telesd hmotnosti M a m, ktoré si od seba vo vzdialenosti
D. Aké rychlosti musia mat, aby sa pohybovali po kruzniciach? Aké buda polomery tychto kruznic?
Na tulohu sa da pozriet bez taZzkej masinérie centralnych potencidlov len cez Newtonovu pohybovu

rovnicu. Alebo aj s tiou. Urobte oboje. O

Priklad 3.20. Mame dve telesd hmotnosti m, ktoré st velmi daleko od seba a maju rychlost v a smer
oproti sebe. Ak by medzi nimi nebola Ziadna interakcia, presli by okolo seba v najmensej vzdialenosti
b. Do akej najmensej vzdialenosti sa k sebe pribliZia, ak sa navzajom gravita¢ne pritahuju? Ako sa

zmeni smer ich rychlosti, ked sa po vzajomnom priblizeni od seba dostato¢ne vzdialia? ]

3.2 Interakcia N hmotnych bodov

V tejto Casti spravime len trochu vieobecnej gymnastiky a uvidime, kam sa vieme dostat. Majme teda
N interagujacich hmotnych bodov, veli¢iny zodpovedajice i-temu bodu budeme oznacovat indexom 4.
Silu posobiacu na i-ty bod rozdelime na vonkajSiu ¢ast, ktora zavisi iba od jeho polohy a nie od
poldh ostatnych bodov, a na interakciu s ostatnymi bodmi. Dalej budeme predpokladat, Ze sily su
parové (tak to chodi vo svete), a teda Ze sila od ostatnych bodov sa da vyjadrit ako stucet cez dvojice
bodov
Fy(@,...,8n) = FFXN (@) + Y FNT (3, 7)) . (3.54)
J#i
Treti Newtonov zakon hovori, Ze ak existuje nenulové F’Z—IJNT, musi existovat aj nenulové F’}%\IT, a dokonca
e FINT FINT_

Smtame teda pohybové rovnice pre vSetky telesd a dostaneme

N

N
> midi =Y FPXT(E) + Z > ENT(#, 7)) . (3.55)
=1

i=1 i=1 j#i
Druhy ¢len je nulovy, lebo sa v fiom vnutorné sily vyrusia po dvojiciach. Ked zadefinujeme celkovi

hmotnost M = Zfil m;, polohu taziska

1oL
- 3 Lo (3.56)
a vyslednicu vonkajsich sil FEXT = Zf\il F}EXT, dostaneme
MR = FPXT (3.57)

Tazisko stustavy sa teda hybe ako hmotny bod, na ktory pésobi sucet vSetkych vonkajsich sil. Vnu-
torné dynamika systému moze byt komplikované a je dana interakciou, ale celkovy pohyb je dany iba
vonkajsimi silami a interakcia medzi telesami ho priamo neovplyvﬁuj@

Ak je sucet vonkajSich sil nulovy — ¢o ale nemusi znamenat nulova silu na kazdé teleso —, tazisko

sa bude pohybovat rovnomerne priamodiaro a sustava spojena s nim bude inercialna. Tam je potom

48Ovplyviiuje ho nepriamo, cez pohyb jednotlivych telies vo vnutri systému, ak vonkajsia sila nie je kongtantna. Ak sa

ale vonkajsia sila pri pohybe telies meni iba velmi malo, nemusi hrat velka tlohu ani to.
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rieSenie pohybovych rovnic priamociare, i ked nie nutne jednoduché. Ak sa vsak taZziskova ststava
pohybuje so zrychlenim, posobia v nej neinercialne sily a situdcia moze byt zlozitejsia. Ak ste eSte o
(ne)inercialnych sustaviach nepoculi, tento odsek bude davat asi lepsi zmysel po preéitani ¢asti 4] Tam

sa pozrieme aj na nejaké priklady.
Hybnost stistavy. Lava strana rovnice pre taZisko je ¢asovou derivaciou celkovej hybnosti ststavy

N .
P=> mj=MR, (3.58)
=1

takze ju moZzeme zapisat aj ako P = FEXT Ak je vyslednica vonkajsich sil nulové, celkova hybnost sa
zachovava. To je zakon zachovania hybnosti z ¢asti o dvoch telesach, teraz pre lubovolny pocet telies.

Jednotlivé telesa si hybnost mozu vymienat, ako chci, ale jej sucet sa nemeni.

Moment hybnosti ststavy. Podobne sa mozeme pozriet na celkovy moment hybnosti
N
L= mdix. (3.59)
i=1

Rovnako ako pri jednom telese v (2.119) pri derivovani vypadne ¢len s Z; X Z; a v druhom &lene

pouzijeme pohybové rovnice

d[_: N . N N
o = mid x = Fx BTy N @ < FNT (3.60)
i=1 i=1 i=1 j#i

V poslednom stucte sa kazdé dvojica bodov vyskytuje dvakrat a spolu da

Zx FNT 4+ 2 x FINT = (27 — &) x FNT (3.61)

Tu uz samotny treti Newtonov zakon nestaci. Hovori, Ze sily st rovnako velké a opa¢ného smeru, ale
nie to, ze lezia na spojnici bodov. Ak na nej lezia, ako pri interakcii s potencidlom U (|Z; — Z;]) z Casti

.1.3] je tento vektorovy sacin nulovy a ostane

dl—; al = EXT
= > & x FPXT (3.62)
=1

Veli¢ine Z x F sa hovori moment sily. Celkovy moment hybnosti ststavy teda menia len momenty
vonkajsich sil, a ak je ich stcet nulovy, moment hybnosti sa zachovava. Na rozdiel od hybnosti tu zalezi
na tom, kam umiestnime pociatok siradnic, lebo od neho meriame polohové vektory Z;. Tento vztah

bude kIa¢ovy pri tuhom telese.
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Pohyb taZiska a pohyb okolo neho. Polohy bodov moéZeme merat od taZiska, Z; = ]%—i—f; Z
definicie taziska potom plati ), m;&; = 0 a po derivovaniaj ) . mZ:E’; = 0. Pre kineticki energiu stistavy

dostaneme
1 - 5o 2 1 52 5 a o 1 al 2\ 2 1 52 /
T:2;mi<R+x¢) :iMR +R-;mi$i+2;mi(xi) :iMR +71", (3.63)

kde T” je kineticka energia pohybu okolo taZiska, teda kineticka energia v taZiskovej stistave. Prostredny
¢len vypadol, lebo v taZiskovej sustave tazisko stoji. Z rovnakého dovodu vypadnt oba zmieSané ¢leny

v momente hybnosti a dostaneme

- —

. N :
L=MExBE+) mifjxzj=MRxR+L . (3.64)
i=1

Kinetickd energia aj moment hybnosti ststavy sa teda rozdelia na prispevok taziska, ako keby v iom
bola ststredena celd hmotnost, a na prispevok pohybu okolo taziska. Pre dve telesa je to uloha [3.4]
kde TV = % m&’ 20 = TR 7. Tento rozklad sme vyuzili uz pri nepruznej zrazke: vnitorné sily mézu
premenit na iné formy energie celé T”, ale %M R? ostane. Pri tuhom telese budia 7" a L’ energiou a

momentom hybnosti otacania.

Priklad 3.21. Majme stistavu N rovnakych telies s hmotnostou m, ktoré sa kazdé s kazdym pritahuja
interakciou danou rovnakym potencidlom V (r) = kr?/2, kde r je vzdialenost dvojice bodov. Co viete
o pohybe povedat pre I'ubovolné poc¢iatoéné podmienky? Co v jednoduchgom pripade, ked maji na

zaciatku vSetky telesa nulovia rychlost? O
3.3 Spriahnuté oscilatory
»Physics is the subset of human experience

which can be reduced to coupled harmonic

oscillators.“

MIiICHAEL PESKIN

3.3.1 Dve telesa na pruZinke v jednom rozmere

Najskor sa pozrieme na najjednoduch8iu situiciu, dve telesa s rovnakou hmotnostou m na jednej
pruzine tuhosti k a pokojovej dlzky L — ktora nebude az taka dolezita — viazané na priamku. Z Casti
o probléme dvoch telies vieme, Ze pohyb tejto dvojice bude dany pohybom fiktivneho telesa v
potenciali

U(r) = %k(r — L) (3.65)

a z Casti o harmonickom oscilatore vieme, ze takéto teleso bude konat kmity s frekvenciou

k 2k
o \/;: \/; (3.66)

Pozrime sa v8ak na situédciu priamo cez polohy pévodnych dvoch telies.
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1 2

Ozna¢me vychylku z rovnovaznej polohy kazdého z telies z1, x2. Potom je sila, ktorou pruzina pésobi
na telesé, k(zg — x1). Na teleso 1 s plusom, lebo natiahnuta pruzina sa stahuje a taha teleso smerom
doprava, z rovnakého dévodu s minusom na teleso 2. Takto dostavame
mii = — kx1 + kxs | (3.67a)
mfg = k(El — k.’L’Q . (3.67b)

Rovnaké rovnice dostaneme derivovanim potencialnej energie v tvare

Uz, ) = %k(xl — )t (3.68)

Ozna¢me w? = k/m a podme sa pozriet na pohyb telies (zatial) v faziskovej ststave, kde bude platit
i = —i. Tahdme na branu a vela sa nepytame. Ocakavame akysi kmitavy pohyb, a teda skisime
rieSenie v tvare rq1 9 = Al,Qeth. Dostaneme
—w? At = —WE(A] — Ag)e™t | (3.69a)
—w?Age™t = —WE(— AL + Ag)e™t (3.69b)
a z podmienky, aby tieto rovnice platili sacasne a pre vSetky Casy, dostaneme
WwiA =wi(A - Ag) (3.70a)
w?Ay =w§(—A1 + 4s) . (3.70b)
Mame teda Styri rovnice (dve komplexné) pre piat neznamych (dve komplexné a jednu realnu), ¢o by

sa mohlo zdat primalo. Uvidime v8ak, Ze to bude stacit.
S¢itanim a od¢itanim (3.70a)) a (3.70b]) dostaneme

WA + A9) =0, (3.71a)
(w? — 2wd) (A1 — A) =0. (3.71b)

Této stistava ma dva druhy riefeni. Prvym je statie w? =0, A = Ay a druhym kmitanie proti sebe
w? = 2w3, A; = —As. Frekvenciu sme teda dostali taki isti ako v ([3.66)).

Trik so s¢itanim a od¢itanim sme mohli spravit uz na trovni pohybovych rovnic. Z (3.67)) dostaneme

m(i + i) =0, (3.72a)
m(il — Ii‘g) = — 2]43(1'1 — {L‘Q) . (3.72b)

Ak zavedieme nové sturadnice & = x1 + X2, &2 = x1 — X2, rovnice sa rozviazu

mé =0, (3.73a)
méy = — 2k&y . (3.73b)

Vyriesit ich je hracka a prejst spit k poévodnym suradniciam nie je o ni¢ tazsie.
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Priklad 3.22. Vyrieste rovnice (3.73)), najdite prechod od stradnic &; » k siradniciam z » a vyjadrite

vSeobecné rieSenie. O
Priklad 3.23. Ako by predchadzajuce uvahy vyzerali pre pripad telies s réznou hmotnostou? O

Vysledok. Vysledn4 frekvencia kmitavého pohybu bude

W= (m1 +ma)k . (3.74)
mims

Na ten isty problém sa da pozriet este tretim spdsobom, ktory sa ukaze ako najuzito¢nejsi. Rovnice

() e

Otéazka rozviazania rovnic je teraz otdzkou na vlastné vektory tejto matice. V baze vlastnych vektorov

prepiSeme do maticového tvaru

bude mat matica diagonalny tvar, a teda rovnice pre patri¢né siradnice spolu nebuda komunikovat.
NavySe vlastné hodnoty na diagonéle ndm budid hovorit ¢osi o frekvencidch harmonického pohybu v

tychto stiradniciach.

Priklad 3.24. Diagonalizujte maticu z rovnice (3.75)) a ukazte, Ze stradnice &1 2 v (3.73)) st (az na

nasobok) komponenty vektora & = (x1,x2) v baze vlastnych vektorov tejto matice. O

Na postup v maticovom jazyku sa teraz poriadne pozrieme v trochu komplikovanejsej situcii.
Pojde stale o dve telesa na pruzine, ale pribudnu este dve dalsie pruziny, ktoré budi jednotlivé telesa

drzat tak, ako na obrézku. Vsetky tri pruziny maju tuhost k.
|-’\/\/\/\/\/\/\/\/\$\/\/\/\/\/\/\/\/\/£\/\/\/\/\/\/\/\/\/‘-|
k k k
Rovnovazna poloha pre dve telesa na troch pruzinach.
S rovnakym oznacenim zi,x2 ako predtym pre vychylky z rovnovaznej polohy je sila, ktord pdsobi
na teleso 1 od prvej pruzinky —kxz, — ked je 7 kladné, sila taha naspéit a teda v zapornom smere
— a sila, ktora posobi na teleso 1 od spajajucej pruzinky je +k(xy — x1) — ked xo — x1 > 0, pruzinka

je roztiahnuté, jej konce sa chcu stiahnut, a teda posobi na teleso 1 v kladnom smere. Na zéklade

podobnych uvah je sila, ktora posobi na teleso 2, rovna —k(xo — 1) — kxg, pohybové rovnice s teda@

mi1 = — 2kz1 + kxo (376&)
’I’)’Lfi’g = k‘:L’l — 2k$2 . (3.7613)

19 Ako cvifenie moZete skusif tuto sustavu vyriesit hladanim rieSeni v tvare e™! podobne ako v predchadzajtcom

pripade.
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Tak ako predtym sme mohli dostat pravé strany tejto sustavy derivovanim potencialnej energie
Lo, 1, 5 1 2
Vi(zy,x9) = ikrznl + ik‘l'Q + 514:(3:1 — x9) (3.77)

podla x1, resp. xs.

V maticovom tvare tieto rovnice vyzeraji nasledovne

FI T [CI T

kde wg = \/W Maticu na pravej strane aj s faktorom w? ozna¢ime Q2 rovnice maji teda tvar
Z = —02%. Ideou nasho postupu bude teraz vyjadrit vektor Z = (z1,22) v baze vlastnych vektorov
tejto matice. V takej baze bude matica diagonélna a ststava rovnic sa rozviaZze, navyse na jej diagonale
budu jej vlastné ¢isla.
Vlastné hodnoty néjdeme ako korene charakteristického polynému
det (9% — A1) =0 (3.79a)
2w =N —wp =0 = Nao2=2Fwd (3.79Db)

a vlastné vektory potom rieSenim zodpovedajicich rovnic 926172 = A1,211 2 dostaneme ako
1 1
i = Uy = . 3.80
1 ( 1 ) ) 2 ( 1 ) ( )

T =&t + Cally , T = &40y + Eatly , Q2T = EE M1 + Eaatls (3.81)

V tejto baze méame

a mozeme pisat sustavu (3.78]) v tvare

DG -
&2 0 A &2

Pripadne sme si rovno mohli rozmysliet, Ze to takto musi v baze vlastnych vektorov dopadnut. Dostali

sme, zZe pohyby v smere vektorov @ » st nezavislé a st dané ¢asovym vyvojom harmonického oscilatora
s frekvenciou /A1 2

&(t) = A1V 4 Bre VNP 6o (1) = AgelVAet 4 By VA2t (3.83)

éasovy vyvoj vektora Z v pévodnej baze dostaneme jednoducho prechodom do novej béazy, vyriesenim

problému tam a prechodom spét

I(t) =61 (t)ur + &a(t)uz = (3.84a)
= [Aleimt + Ble_imt} ’Jl + [AQBi\/Et + BQB_imt] ﬁg (384b)

a:l(t) :Aleiwgt_i_Blefiwot_‘_A2ei\/§wgt+B267i\/§wot

. 4 . ) 3.84c¢
.%'2(15) — Alelwot + Blefuuot _ A261\/§w0t _ B2671\/§w0t ( )
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pricom ako predtym nezname parametre A; 2, By 2 ndjdeme z pociato¢nych podmienok pre Z(0) a z (0).

Predtym, ako sa pustime do explicitnych pocitaciek alebo do vSeobecnych tvah, zosumarizujme si,
¢o sa stalo. Povodny problém pre dve previazané telesa sme previedli na dva nezavislé jednorozmerné,
ktoré sme vedeli vyriegit. RieSenie pdvodného problému najdeme ako patriént superpoziciu tychto
jednorozmernych rieseni, ktora je dana tvarom pociatocnej podmienky.

Jednorozmernym rieSeniam sa hovori médy. Oplati sa rozmysliet si, ¢o presne mody zna-
menaji. V prvom maji obe telesé vzdy rovnaka vychylku. To znamené, Ze prostrednd pruZina sa
nenatahuje a akoby nebola. Telesa teda efektivne kmitaju iba na jednej pruzine, preto frekvencia wg. V
druhom pripade maju telesa vidy vychylku proti sebe, predizenie prostrednej pruziny je teda vidy 2x
a efektivne akoby to bola pruzina s dvojnasobnou tuhostou, odkial pochadza faktor v/3 vo vyslednej

frekvencii: spolu s krajnou pruZinou pésobi na teleso sila ako od pruziny s tuhostou 3k.
> > - <
> -« -« >

Pohyby zodpovedajice médom (3.80). V prvom riadku prvy, v druhom riadku druhy.

V druhom moéde sa poloha taziska nemeni, ale v prvom ano. Celkova vonkajsia sila pdsobiaca na
telesa je stc¢tom sil od krajnych pruzin. Lahko sa presved¢ime, Ze v pripade druhého moédu je celkova

vysledna sila nulova. V pripade prvého médu
—kx1 — kxo = —2kx | (3.85)

pricom sme pouzili/oznadili z1(t) = z2(t) = x(t). Pre vychylku taziska mame

maxi(t) +maa(t)

R(t) = =xz(t) . 3.86
(0 g (1 (3.56)
7 rovnice pre suradnicu x1 mame
2kx1 — k k
L S . (3.87)
m m
a teda sme dostali
2mR = 2mi = —2kx(t) . (3.88)
Explicitne sme teda overili, Ze pre oba mody plati
sticet hmotnosti x zrychlenie taziska = stcet vonkajsich sil (3.89)

a tym padom to plati v akomkolvek pohybe, ktory vznikne ako stcéet tychto dvoch.
Na jednom priklade si eSte ilustrujeme, ako to presne vyzerd s hladanim konkrétnej superpozicie
splhajtcej konkrétne podiatoéné podmienky. Jedno z telies vychylime z rovnovaznej polohy a uvolnime,

druhé pred uvolnenim drzime na mieste. Po¢iatocné podmienky teda vyzeraju nasledovne

ZQ(O) = 1'1(0) = xQ(O) =0 s 1‘1(0) = —X() . (3.90)
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Pre vSeobecné riesenie (3.84c) plati

A1+ By 4+ As + Bo
Z(0) = (A1 + By)u1 + (A2 + Ba)uz = 3.91
(0) = (A1 + Bu)ir + (A2 + Ba)iy <A1+B1—A2—Bg (3.91)
a
. Al—Bl—{—\/gAz—\/ng
#(0) = iwo (A1 — B1)di + iV/3wo(Az — By)ily = iw : 3.92
(0) 0(A1 — B1)iy 0(A2 — B2)is O(Al—Bl—\/gAﬁ—\/ng (3.92)
Tymto dostavame stustavu rovnic, ktora Tahko vyrieSime a dostaneme
X X
A =B =-2  Ay=By=-22 (3.93)
4 4
¢o vedie na
X twot —iwot X 'i\/gwot 7i\/§w0t X,
Z(t) = ——0%61 _2o¢ te Uy = _20 [cos (wot) @y + cos (\/gwot> ’Jz}
2 2 2 2 2
(3.94)
a v povodnych stradniciach
Xo
x1(t) = — E3 [cos (wot) + cos (\/gwotﬂ , (3.95a)
Xo
x9(t) = — E3 [cos (wot) — cos (\/gwotﬂ . (3.95b)
Pouzitim su¢tovych vzorcov pre kosinus
cos(z) + cos(y) =2cos <x—;—y> cos <x ; y> , (3.96)
. (frF+y\ . ([x—yY
cos(z) — cos(y) = — 2sin <2> sin ( 5 ) , (3.97)
dostaneme
1 —1
x1(t) = — X cos < wot) cos <\/§2 w0t> , (3.98a)
1 -1
x9(t) = — Xpsin <\/§2+ wot) sin <\/§2 w0t> . (3.98b)

Xo

— X, 1

Priebeh poloh x1, xo.
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Priklad 3.25. Ako vyzera rieSenie v pripade, Ze v rovnovaznej polohe jednému z telies na zaciatok

udelime rychlost v? O

Vysledok. Vysledny ¢asovy vyvin poldh je

—_

20)0

x1(t) -7 [sin (wot) + —=sin (\/gwot)] , (3.99a)

,_.S
w w

xo(t) =— {Sin (wot) — 7 sin (\/gwot)] , (3.99b)

¢o vyzeré nasledovne

A
T T —
t +—> wot
1 20 30
_
2000 T
Priebeh poloh 1, zs.
|

Priklad 3.26. Urobte podobnu analyzu pohybu ako v predchadzajucich prikladoch pre stustavu na

obrazku.

m AWM m
k K k

T. j. nidjdite mody a ich frekvencie, v8eobecny tvar rieSenia v pdvodnych saradniciach a konkrétne

rieSenie pre nejakt konkrétnu pociatoént podmienku. ]

Priklad 3.27. Urobte podobnt analyzu pohybu ako v predchadzajtcich prikladoch pre ststavu na

obrazku.

Ide o zjednoduSeny — jednorozmerny — model trojatémovej molekuly. ]
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3.3.2 Tri a viac telies na pruzinkach
Pre tri telesa na pruzinkach bude situacia analogickd a maticovy zapis pohybovych rovnic

ME(t) = — K& (3.100)
(t) =— M'Ki = —Q%% (3.101)

zostane rovnaky. S rozdielom, Ze matice M, K,Q? budu tentoraz 3 x 3 a vektor Z bude mat 3 kom-
ponenty. Pripomefnime, Ze matica M je diagonilna (na diagonale ma hmotnosti telies) a matica K je
symetrické, lebo jej prvky st druhé derivacie potencialnej energie, napriklad U = 3, _ j kij (z; — x5)?)2.
Ako vysledok budeme mat tri vlastné vektory a tri charakteristické frekvencie — dané odmocninami
vlastnych ¢isel matice Qﬂ Kazdy z moédov sa opét bude v Case vyvijat harmonicky a vSeobecné

rieSenie bude superpozicia takychto harmonickych pohybov
3 . .
=> (A" + Be i) if; . (3.102)
i=1

A ked telesa nebudu tri, ale bude ich N, ,,jediné*, ¢o sa v tejto rovnici zmeni, bude horna hranica
sumy.

Preco si to ale v8etko hovorime? Priznajme si, telieska na pruzinkach si sice pekné, ale nevelmi
prakticka tuloha. Odpovedou na tito otdzku st malé kmity. Tym chceme povedat, Ze pre [ubovolni
stustavu interagujucich hmotnych bodov bude platit, ze blizko stabilnej rovnovaznej polohy bude jej
pohyb superpoziciou harmonickych kmitov.

Potencialna energia sustavy N bodov v jednom rozmere je dana funkciou V(x1, ..., zxy). Podmienka
rovnovahy v konfiguracii Z hovori, Ze na ziadne z telies neposobf sila

ov

=0VEk. 3.103
oo (3.103)

Pre malé vychylky z tejto konfiguracie mdéZeme potom aproximovat potencial jeho Taylorovym rozvo-

jom do druhého radu

Vizy,...,an) = V(Z,. .. Z agg ax ( xi — i) (xj — T;) (3.104)
? J

a mdzeme polohu kazdého z telies zac¢at merat od rovnovéinej polohy, t. j. £ = 0. Pohybové rovnice

M = (313 Z Kija; (3.105)

maji potom presne taky tvar ako pre telieska na pruzinkach, pricom pre element K;; matice K dosta-
neme explicitne
B 0%V
v 83}16.%3

(3.106)

T=T

50 Ak telesd nemaji rovnaké hmotnosti, matica Q2 = M 'K nie je symetricka. Napriek tomu ma realne vlastné &isla a
uplnt ststavu vlastnych vektorov, lebo je podobna symetrickej matici: Q2 = M /2 (M_l/zKM_l/z) MY? kde M~1/?
je diagonalna matica s prvkami 1/,/m;. Ak je K pozitivne definitnd (¢o bude podmienkou stability, ako uvidime o

chvilu), su tieto vlastné &isla aj kladné.
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Vlastné ¢isla tejto matice hovoria, o aky druh rovnovahy ide. Ak sa vSetky kladné, rovnovaha je sta-
biln4d a mozeme zopakovat postup, ktory viedol k , resp. k N-telesovej verzii. Ak ma nulovii
vlastnu hodnotu, typicky to znamend, Ze siistava nie je zvonku nijak ukotvena a moéze sa v priestore
volne pohybovat. No a ak m4 zapornu vlastnt hodnotu, v zodpovedajicom mode nebude pohyb si-
stavy ohrani¢eny a exponencialne sa bude z rovnovaznej polohy vzdalovat az do situacie, ked nebude
aproximécia dobra. V principe by sa to dalo vyrieSit tym, Ze systém na zaciatku nastavime tak,
%e pohyb nebude mat Ziadnu zlozku v tomto mode. Akokol'vek mala nepresnost by ale tito situaciu
pokazila a tym padom to nie je velmi praktické.

Matica K mé byt teda pozitivne deﬁnitnéF_Tl To je pri funkcidch viacerych premennych analdgia

kladnej druhej derivacie ako podmienky pre lokdlne minimum funkcie.

Priklad 3.28. Vo svete mame ¢asto do ¢inenia s dvojcasticovymi interakciami, ked sa da potencial

rozpisat nasledovne

V(ml,...,x]\/):ZV}(%)—FZZUHU:&—%D. (3.107)

i g<i
Skuste tvahy tejto kapitoly dotiahnut dalej pre takyto tvar potencialu. Co plati o existencii nulovej

vlastnej hodnoty v takomto pripade bez vonkajsich potencialov V;? O

V8eobecné situacia pre telesid v troch rozmeroch by nevyzerala velmi inak, len by sme namiesto

matice N x N a N moédov s N frekvenciami mali maticu 3N x 3N a 3N modov.

Priklad 3.29. Explicitne rozpiste situéciu pre tri telesa v troch rozmeroch, t. j. pre pripad
V (21,72, 73) = Vi(Z1) + Va(@2) + V3(Z3) + Ur2(|71 — Za|) + Urs(|71 — T3]) + Uzs (|72 — 73]) . (3.108)
Ak mate pocit, Ze viete spravit zjednoduSenia, ktoré neuberi na esencii problému, smelo ich spravte. [

Priklad 3.30 (HW). Majme tri rovnaké telesa hmotnosti m, spojené pruzinkami s rovnakou tuhostou

do linearnej retiazky a na krajoch upevnené na fixovanu stenu.

m AW m AWV m
k k k k

e Aké st pohybové rovnice pre vychylku z rovnovaznej polohy kazdého telesa?

e Ako vyzeraju tieto rovnice v maticovom tvare? Aké su frekvencie jednotlivych modov? Najdite
zodpovedajice vlastné vektory a stru¢ne opiste pohyb, ktory telesd vykonavaji v tom ktorom

mode.

e Ukazte, ze v mddoch, v ktorych sa meni poloha taziska, plati rovnica

saucet hmotnosti x zrychlenie taziska = sacet (vonkajsich) sil .

5! Presnejsie semidefinitna, ale pri prechode do taziskovej ststavy dostavame uz pozitivne definitni maticu v N — 1

premennych.
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Priklad 3.31. Interakcia dvoch skuto¢nych neutralnych atémov alebo molekul je pomerne dobre

(najmé pre atomy vzacnych plynov) popisand Lennard-Jonesovym potencidlom
o\ 12 o6
r r
e Rozmyslite si, o aku interakciu ide.

e Aké je rovnovazna vzdialenost Castic a efektivna pruzinova konsStanta k, ktord popisuje malé

vychylky z tejto polohy?
e Majme molekulu ako na nasledujiicom obrazku.

M
m m

© ©

Interakcia atémov m je dana jednou sadou parametrov v LJ potencidli a interakcia atémov m
a M druhou sadou. Ak4 je rovnovéazna konfiguricia tejto sustavy a mozné frekvencie malych

kmitov okolo tejto polohy?

e Ako vyzeraju zodpovedajice moédy pohybu molekuly?

Priklad 3.32. Majme konfiguréciu telies a pruzin ako na obrazku

Kolko bude mat tento systém modov? Viete aspoii niektoré z nich uhadnut?
NapiSte pre tito sistavu pohybové rovnice a linearizujte ich vo vychylkach telies z rovnovaznej

polohy. Potom napiSte rovnice v maticovom tvare, maticu diagonalizujte a mody explicitne najdite. [

3.3.3 Linearna retiazka z (vel'mi) vel'a telies na pruzinkach

Ako sme sa presvedcili v predchadzajicej ¢asti, pridanie druhého telesa k osamotenému telesu prinieslo
necakané vysledky a zna¢né obohatenie problému. Ako sme zistili potom, pridanie dalgieho telesa uZ az
tak vel'a vody nenamitilo, pribudli nové stupne volnosti, ale ni¢ principialne nové sa nestalo. Pridavanie
d'alsich telies na tom tiez ni¢ nezmenilo a situacia zac¢ne byt zaujimavejsia az v pripade, ked telies bude

(velmi) vela.
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Majme linedrnu retiazku, ktord sa sklada z N telies hmotnosti m, medzi ktorymi sa pruzinky
tuhosti k a v pokoji vzdialenosti a. Celkova hmotnost retiazky je teda M = Nm a jej celkova dlzka
L = Na. Ked sa v retiazke telesa vychylia, oznac¢ime posunutie i-teho telesa od pdvodnej polohy x;

(ako na obrazku). Ked preii napiSseme Newtonovu pohybovi rovnicu, dostaneme
mi; = k(w1 — x5) — k(2 — 2-1) (3.109)

Tieto rovnice neplatia pre hrani¢né telieska ¢ = 1, N, k dynamike ktorych sa este vratime. Urobime
teraz nasledovné oznacenia , ,
o =TTy T Ml (3.110)
a a
Motivacia je taka, Ze planujeme poslat pocet telies N do nekonec¢na tak, Ze ich vzdialenost sa bude
vhodne zmensovat. Tieto vztahy sa potom za¢nd naramne podobat na prvi a druhd derivéciu, presne
¢oho a podla ¢oho, uvidime ¢oskoro. S tymto oznacenim prejde rovnica na
ka®? ,
= —; .

i (3.111)

m

A teraz sa pustime do limity N — oco. To sa d4 robit rozne. Najjednoduchsie je postupne prikladat
dalsie a d'alsie teleso na koniec retiazky, tym ale ziadnu rozumnu limitu nedostaneme. Také teleso by
malo nekone¢nt hmotnost a nekone¢énu dizku, ¢o je v lepsom pripade nefyzikalne, v horSom blbost.
Chceme, aby veli¢éiny M a L zostali pri pridavani telies rovnaké. To znamena, Ze s kazdym dal3im

telesom musime zmensit m a a, konkrétne

m= a=—. (3.112)

N’ N
Z toho vidime, Ze pomer m/a bude pri pridavani telies konstantny a rovny M /L. Toto ¢islo udéava
dlzkovt hustotu materialu, ktory telieska vytvoria a oznaéime ho Ag. Rovnica (3.111)) teda prejde na

k
By = gl (3.113)
Ao
y L
—> {(y,1) ‘ ‘
I F F
—_— <€

L — Ax

Skor, ako sa zameriame na vyraz ka, pozrime sa, ¢o sa stane s & a z”. Z retiazky v limite N — oo

vznikne spojité teleso a vychylky povodnych telies sa teraz prejavia ako deformaécie tohto telesa. Tato
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deformaécia je dana funkciou dvoch premennych £(y,t), kde y oznacuje vzdialenost od lavého okraja
povodnej retiazky. Hodnota tejto deformacie bude vychylka niektorého z pévodnych telies, otézka je,

ktorého. A odpoved nie je tazké najst: bude to také teleso, aby platilo ia = y. V limite N — oo teda

x; — E(iayt) , zip1 — E(ia + a,t) (3.114)
a teda ] )
Ti+1 — X4 - g(la +a, t) — f(m, t) N ag(ya t) ' (3115)
a a oy
A podobne
9%¢(y, t)
" )
7 definicie Gasovej derivacie priamociaro dostavame, ze
9*E(y, 1)
= 3.117
T — 512 ( )

a vidime, Ze takto zadefinované veli¢iny maji rozumni — rozumej kone¢nt — limitu pri N — oo. Ostéava
si teda rozmysliet, ¢o s vyrazom ka.

Cisto z matematickej ivahy vidime, Ze tento vyraz musi byt koneény pri N — oo, aby sme dostali
v nejakt netrividlnu dynamiku. Mézeme teda povedat, ze ka — C, t. j. k = CN/L, kde C je
nejaké kone¢né ¢&islo charakterizujice dany material. Ma to vSak aj nejaké fyzikalne pozadie, ktoré nam
aj odhali interpretaciu tohto ¢isla.

Zoberme retiazku a stlacme ju kone¢nou silou F' z oboch stran. Telesa si ndjdu nové rovnovazne
polohy a retiazka sa skrati o Az, ¢o znamend, Zze vzdialenost medzi kazdou dvojicou sa skrati o
Aa = Ax/N. Ked sa pozrieme na teliesko uplne na kraji retiazky, pdsobi nan vonkajsia sila F' a

sila roztahujucej sa retiazky kAa. V pokoji sa tieto dve sily vyrovnaji a

Az Ax

V materialovej fyzike sa veli¢ine Az /L hovori relativne prediZenie a kongtante timernosti C' medzi von-
kajsou posobiacou silou a relativnym predlZenim tuhost v fahu. Stvisi s modulom pruznosti (Youn-
govym modulom) E materidlu, ktory je pomerom napétia, t. j. sily na jednotku plochy prierezu, a
relativneho prediZenia: C' = ES, kde S je plocha prierezu. Pre slusné materialy je C' konetné, a tak
musime pre N — oo posielat & do nekonecna. To mé ale dobry vyznam. Pridavanim teliesok skracu-
jeme vzdialenosti medzi nimi a tym padom aj skracujeme vzdialenosti, o ktoré sa pri presiavani telies,
a.k.a. deformovani vysledného spojitého média, predlzuju alebo skracuju jednotlivé pruziny. Ak ale
maju mat pruziny Sancu reagovat na kone¢né vonkajsie sily, musi ich tuhost rast nad vSetky medze.
Pohybové rovnice pre N telies sme teda zabalili do jednej rovnice popisujicej deforméciu celej
retiazky. KedZe vychylky jednotlivych telies z; uz nepotrebujeme, budeme odteraz polohu v retiazke

oznacovat zvyCajnym x namiesto y a rovnica mé tvar

PE(x,t)  C ()
61&2 N )\0 6:32

(3.119)
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Tejto rovnici sa hovori vinova a hned sa pozrieme preco a ¢o z toho vyplyva. Limita nekoneéného N
si ale zasluzi komentar. Videli sme, ako sme museli jednotlivé parametre nastavovat a menit spolocne
s meniacim sa N, aby sme v kone¢nom vysledku dostali ¢osi rozumné. A tato poZiadavka rozumnosti
nam vlastne diktovala, ako mame tieto zmeny robit. Ak by sme zvolili k prilis malé, napriklad nezavislé
od N, material by bol prili§ mékky. Jeho deformécie by ni¢im neboli ovplyviiované a pohybovali by sa
rovnomerne priamoéiaro podla rovnice 92¢/9t? = 0. Naopak, ak by sme spravili pruziny prili§ tuhé,
napriklad k ~ N2, v limite N — oo by z rovnice tiplne vypadla ¢asova derivacia.

A eSte jedna poznamka. Definicie derivacii st pekné, ale mohli sme ich vymysliet mnohymi
inymi sposobmi. Nehralo by to tlohu vo vysledku? Odpoved je, Ze hralo, ale mala. Konkrétne by to
viedlo na ¢leny, ktoré by v limite N — oo aj tak vypadli. Inak povedané, rozdiel je az vo vysSom rade

voa.

Vlnova rovnica. Vlna je profil, ktory sa v priestore nemeni, iba sa postuva nejakym smerom rych-

lostou w.
‘ t=3  t=5
1 =+
+ ¥ i i ? > T

—4 -2 0 2 4

Profil f(z —t) = e @3 pre dasy ¢t = 0,3, 5.
V jednom rozmere to znamena pre profil dany predpisom f(z) vlnu v tvare

flz £ ot) . (3.120)

Na toto vyjadrenie sa treba pozerat ako na funkciu dvoch premennych £(z,t), ktora vznikne tak, Ze
do profilu f(z) dosadime potrebnii kombinaciu hodnét z a t.

Ked spocitame patriéné parcidlne derivicie

D*E(z,t
iéﬁ’ ) 2w ot (3.121)
kde ¢iarka oznacuje derivaciu funkcie f podla jej argumentu, a
825(% t) "

zistime, 7e takato funkcia splia vinovi rovnicu (3.119), ak v? = C/\g. Treba si ale davat pozor, vlnova

rovnica mé aj iné rieSenia, pretoze Tubovolna superpozicia v tvare
E(z,t) = fi(x —vt) + fo(z + vt) (3.123)

je rieSenim vInovej rovnice, ale toto rieSenie sa uz v tvare (3.120)) pre jednu funkciu napisat neda. Plati
aj opak: kazdé rieSenie vlnovej rovnice sa da zapisat v tvare (3.123). Vidno to, ked namiesto = a t
zavedieme premenné s = x & vt. V nich ma vlnova rovnica tvar 0%¢/9s,0s_ =0 a jej rieSenim je

stucet funkcie iba sy a funkcie iba s_.
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Zvukové vlny na retiazke. Vidime, Ze v retiazke sa mozu sirit viny. Kasky retiazky kmitaja v smere

retiazky, dochadza k zhustovaniu a zried ovaniu materialu, z ktorého sa retiazka skladéa. Takymto vinam

C
v = ,/)\—0, (3.124)

¢o dava zmysel. Vlny sa Siria tym rychlejsie, ¢im je material tuhsi — lebo pri rovnakych deforméciach

hovorime zvuk. Rychlost Sirenia je

posobia vicsie sily, napriklad v kove sa $iria rychlejsie ako vo vzduchu — a ¢im je pri danej tuhosti I'ahsi
— lebo jeho kusky maja mensiu zotrvacnost.

Zaujimavé je porovnat materialy, ktorych mriezka je tvorend atémami toho istého chemického
prvku, ale réznych izotopov. Tuhost takych materidlov je takmer rovnaka, lebo téa je dana chemickymi
vlastnostami, ale hustota je rézna, pretoze hmotnost jednotlivych atémov je rozna. A tento rozdiel sa

d& experimentéalne pozorovat.

Rovinné vilny. Funkcidm v tvare

£(x,t) = e'Pr=wt) (3.125)

sa hovori rovinné vlny. To preto, lebo v trojrozmernom pripade sii plochy, na ktorych je vychylka
rovnaka, dané vztahom p'- £ — wt = const a teda roviny kolmé na vektor p, ktoré sa s ¢asom v smere
tohto vektora pohybuji. KedZe st komplexné, nebudi mat vyznam ako fyzikdlne rieSenia vlnovej
rovnice, ale dolezité — a vlastne vSetky — rieSenia sa z nich budu dat poskladat.

Viimnite si teda, Ze w moze byt I'ubovolné, ale p je potom dané podmienkou, Ze rovinna vina spliia

vlnovi rovnicu, p = tw/v.

Priklad 3.33 (Retiazka bez spojitej limity). Pohybové rovnice (3.109) pre nekoneént retiazku sa
daju vyriesit aj bez prechodu k spojitej limite. Index telesa ozna¢me n, aby sa nemylil s imaginarnou

jednotkou.

e Dosadte do nich vychylky v tvare z,, = A e Pra—wt) 5 ykazte, ze ide o rieSenie, ak

k|. pa
w-2\/g)81n7 : (3.126)

Ukéazte, ze pre dlhé viny, pa < 1, dostaneme w = vp s rovnakou rychlostou v ako z vlnovej rovnice.

Akym vlnovym dlzkam zodpoveda podmienka pa < 17

e Aka je najvyssia frekvencia, s ktorou moze retiazka kmitat? Ako sa pri nej pohybuju susedné
telieska?
e Preco neméa zmysel uvazovat p mimo intervalu (—m/a,7/a)?
O
Navod. Pri dosadeni sa hodi e 4 =% — 2 = 2(cospa — 1) = —4sin?(pa/2). [

Doterajsie ivahy fungovali pre vnutro retiazky, respektive pre retiazku, ktoréd je efektivne neko-
ne¢na. Vinova rovnica popisuje dynamiku takéhoto prostredia lokdlne. Aj v rychlosti vystupuju iba
"lokalne” vlastnosti prostredia ako hustota a nie “globalne” vlastnosti ako dlzka alebo celkova hmot-

nost. Prostredie v8ak nemusi byt nekone¢né a na jeho okrajoch si uz s vlnovou rovnicou nevystacime.
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Odraz vlny a stojaté viny. Majme teda polonekone¢né prostredie, napriklad retiazku, ktora je v
jednom bode ukotvena. V tomto bode zvolime pociatok siradnic z = 0 a prostredie nechdme naché-
dzat sa v Gasti x > 0. Na rozhranie potom nechame sprava dolava dopadat nejaky vinovy profil dany

priebehom f(z + vt). Fakt, Ze koniec retiazky je ukotveny, moézeme matematizovat poziadavkou
£(0,t) =0Vt (3.127)

lebo v re¢i povodnej retiazky z N telies to zodpoveda podmienke x1 = 0. Pre tento profil ju vieme

identicky splnit rieSenim v tvare

&(x,t) = f(x +vt) — f(—x + vt) . (3.128)

Takéto ¢ splia vinovii rovnicu, lebo je v tvare (3.123) a z jednoznacnosti rieSenia je to jediné rieSenie.
Comu zodpoveda fyzikalne? Ak rozsirime existenciu média aj do zapornych z, druhy ¢len zodpoveda
zrkadlovo prevratenému profilu f, ktory ale na rozhranie dopad4 zlava doprava a mé vychylku opa¢nym
smerom. Po dostato¢ne dlhom ¢ase pévodné rieSenie prejde do regionu zadpornych x a vyjde z neho
toto rukou pridané rieSenie s opacnou vychylkou. Jeho interpretacia je potom taka, Ze ide o odraz
poévodného profilu od pevného konca, ktory ho vrati naspét, ale kvoli znamienku minus otoceny.

Ak by bol koniec retiazky naopak volny, na prvé teliesko retiazky by nesmela posobit Ziadna sila —
lebo pri nekonecne malej hmotnosti by malo nekoneéne vel'ké zrychlenie. Z toho a z dostavame,

Ze:vlzxgﬂ

0
9% =0WVt. (3.129)
0z |,_q
Priklad 3.34. Ako vyzera odraz profilu od volného konca? O
Riesenie. Profil sa odrazi presne taky, ako prisiel, bez otocenia. |

Ak v tychto tvahéach zoberieme za profil f vhodni kombinéciu rovinnych vin (3.125)), dostaneme

rieSenia v tvare

8
~—

cos(wt) si

B os(wt)
Sula 1) = sin(wt) sin
in(

sin(wt) cos (L

=]
—
2lE Jig <lg
8
SN—

—
8
~—

(@]
(@]
@}
@0

(3.130)

~—

Takymto rieSeniam sa hovori stojaté viny. To preto, Ze ich profil stoji na mieste a nikam sa nepohybuje,

len sa v ¢ase hompala hore a dole.

52V teorii parcialnych diferencialnych rovnic sa tejto okrajovej podmienke hovori Neumannova, okrajovej podmienke
(3.127)) pre pevny koniec sa hovori Dirichletova.
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Stojaté vlnenie.

KedZe je vlnova rovnica linearna, akakol'vek superpozicia stojatych alebo rovinnych vin je jej riesenim.
Navyse akékol'vek rieSenie sa da ako takadto superpozicia vyjadrit — aj ked toto druhé tvrdenie je,
na rozdiel od prvého, celkom netrividlne. Explicitny priklad tohto uvidime ¢oskoro v pripade vlnenia
na usecke. Vyhodou stojatych vin je, Ze st realne a lahko sa v nich splhaji Standardné okrajové
podmienky. Vyhodou rovinnych vin je, Ze sa s nimi o osi lepgie poéita.

7Z konstrukcie stojatych vin vidiet, ze vznikaju ako zloZenie profilov cestujtcich opaénym smerom.
Ich vzajomnou interakciou teda dochadza k vzniku vlnenia, ktoré nikam necestuje.

Aj sinusové aj kosinusové stojaté vlny maji miesta, kde sa vébec ni¢ nedeje. Tymto miestam
hovorime uzly — po anglicky nodes. Miestam, kde dochédza k najvacsej vychylke, sa v slovencine
hovori kmitne, v angli¢tine jednoducho antinodes.

Pre vinenie na polpriamke s ukotvenym koncom vidime, Ze musime mat v mieste z = 0 uzol, a teda

rieSenie bude mat tvar

&(x,t) = /dw (Ay sin(wt) + By, cos(wt)) sin (%x) . (3.131)

Vlny na tsecke. Co v pripade, ked je struna kone¢na s dlzkou L a je upevnend na oboch koncoch?

Potom mame okrem podmienky v = 0 aj rovnaktt podmienku v oz = L,
&(L,t) =0Vt . (3.132)

Ak by to pre stojatu vinu s frekvenciou w dopadlo tak, Ze by mala v mieste x = L uzol, nechcela by

tam kmitat tak ¢i tak a tdto podmienka by bola splnend, opét identicky. Pre také frekvencie plati

YL=nr, (3.133)

v

¢o je pre dani situdciu podmienka na frekvenciu a dostavame

(3.134)

Ked z (3.131)) zoberieme iba takéto frekvencie, dostaneme funkeiu, ktora uréite spliia aj vlnovi rovnicu,

aj vSetky okrajové podmienky, a teda funkcie

0= 3 [Awsin (%710) - Bucos (1) (7 @139

n=1
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popisuju kmitanie struny. VSimnite si, Ze ide o nekone¢nt analogiu rozvoja kmitania N oscilatorov do
modov . Tak ako v tom pripade tvorili médy bazu N-rozmerného priestoru vychylok oscilatorov,
tvoria funkcie sin(nma/L) bazu nekonefnorozmerného priestoru vychylok ukotvenej retiazky — t. j.
priestoru funkcii s danou okrajovou podmienkou — a hovori sa im tiez mody. V tomto duchu spomeiime
uz len to, Ze ide o vlastné funkcie operatora 9%/0x? podobne, ako boli médy vlastné vektory matice
2. Viac uz ale nechame na kurzy funkcionalnej analyzy a podme spaf k fyzike.

Spomeiime eSte koncept vlnovej dizky, ktora sa Standardne oznacuje A. Ide o vzdialenost medzi
dvoma bodmi s rovnakou fazou a dava zmysel nielen pre stojaté vlny a nielen pre vlny na tsecke, ale
pre akykol'vek periodicky profil. Ak ozna¢ime frekvenciﬂ vlnenia — t. j. prevrateni hodnotu periédy,

¢asu medzi opakovanim dvoch rovnakych situécii v danom mieste x — ako f, vcelku priamodciaro plati
M =v, w=2rf. (3.136)

Majme teraz nejakt pociatocna vychylku £(x,0) a pre jednoduchost majme na zaciatku nulovi
rychlost celej retiazky, t. j. f(x, 0) = 0. Tato pociatoéna podmienka sa da, ako kazda ina funkcia, vy-
jadrit v baze (3.130)) pre t = 0, navyse musi spliat patri¢na okrajovi podmienku. Ked teraz rozvinieme

podiatoént podmienku do patri¢nej bazy stojatych vin &,(z,t) = cos(w,t) sin(nrx/L)

(2,00 =) cnbn(,0) (3.137)

jej Gasovy vyvoj bude dany patri¢nou superpoziciou ¢asovych vyvojov bazovych funkcii

E(z,t) =) cnbnl,t) . (3.138)
Tato rovnica je §pecidlnym pripadom rozvoja (3.135) s A, =0 a B, = c,.

Priklad 3.35. Ako by tieto rozklady vyzerali pre v8eobecni pociatocni rychlost elementov retiazky

&(z,0) = w(x)? O

Priklad 3.36. Ukazte, Ze koeficienty ¢, moZno dopoéitat zo vztahu

en =k /0 ¥ dr6(2.0)£,(2.0) (3.139)

a dopocitajte konstantu k. O
Navod. Ukazte, ze plati

/O C 60, 0) Em(2,0) = Kb (3.140)

[

53Aj tomuto aj parametru w sa hovori frekvencia, ak je nutné zdéraznit medzi nimi rozdiel, tomu druhému sa hovori

uhlova frekvencia.
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Prie¢ne vlnenie retiazky a gitara. Kmitania, ktorymi sme sa zaoberali doteraz, boli pozdlzne —
vychylky teliesok, z ktorych sa v spojitej limite retiazka skladala, boli v tom istom smere, v ktorom sa
Sirila vlna. Teraz sa pozrieme na kmitanie, pri ktorom sa telieska pohybuju kolmo na retiazku.

Retiazka bude v tomto pripade natiahnuta silou 7. To znamend, Ze jednotlivé pruziny sa snazia
telieska pritiahnut k sebe touto silou a brani im v tom nejaky vonkajsi agent, ktory drzi krajné telieska
na mieste. Ako cvi¢enie sa mozete pozriet na situaciu z predchédzajucich avah, ked pruziny bez vy-
chyliek teliesok nepo6sobia Ziadnou silou. Vtedy by sme dostali pre telieska v y-ovom smere silu radu
a3, teda o rad mensiu, ako potrebujeme, a v spojitej limite by sme Ziadne viny nedostali.

Vychylky teliesok budeme stale oznacovat x,,, ale tentoraz vo zvislom smere, a predpokladame, Ze

vo vodorovnom smere sa telesd nehybu — tomu pohybu sme sa uz venovali. Pozrieme sa na obrazok

n—1 n n+1

Tp—1

a dostaneme silu pdésobiacu na n-té teleso
Tsinf —Tsina , (3.141)

kde a a 3 st uhly podla obrézka. Budeme uvaZovat malé vychylky, a teda méZzeme pouzit sin 8 &~ tan 3.
Z toho istého obrazka si premyslime, ze tan 3 = z], a tana = z,_;. Tak dostaneme pohybovi rovnicu
v tvare

mi, = Taz] . (3.142)

Ked v nej spravime rovnaka limitu N — oo, dostaneme vinovi rovnicu s rychlostou $irenia vin
v = /T /Xo. Ak mé struna fixované konce a dlzku L, dostaneme pre frekvencie — tie §tandardné, nie

uhlové — zo vztahu (3.134)
n |T
=—/—. 14
=23 (3.143)

No a mézeme sa pozriet, ¢o z toho vSetkého vyplyva pre gitaru. Tam je pre v8etky struny L fixované,
ale rézne struny maja roéznu hrabku. To preto, Ze z konstrukcie gitary je fajn, aby boli vSetky struny
natahované priblizne rovnakou silou, a preto, ak chceme rozne zakladné frekvencie fi, musime menit
Ao- A pre hlbSie tony s menSou frekvenciou potrebujeme tazsie struny. TieZ vieme, Ze pri ladeni gitary
zvacSovanim T' zvySujeme vysku tonu.

Stlacanim struny na hmatniku gitary skracujeme jej dlzku a kratsie struny vydéavaju vyssi ton. Ak
skratime strunu na polovicu, dostaneme dvojnasobnu frekvenciu, a teda o oktavu vyssi ton. V polovici

dlzky je dvanasty prazec, ktory presne takto funguje.

Priklad 3.37. Zoberte gitaru a skuiste merat vzdialenosti jednotlivych prazcov. Ako st rozdelené? Co

z toho vyplyva pre frekvencie zodpovedajucich pohybov? O
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Pre vysku tonu, ktory gitarova struna vydava, je dolezita zakladna frekvencia f;. Brnknutim po
strune v8ak vzbudime vSetky frekvencie f,, ¢o mézeme vidiet pouZitim programu na analyzu zvuku,

napriklad v smartféne. Vyzeréd to napriklad takto

v

ey
2EE

Frequency (kHz)

g

" g e £ e i

T T T T . T
4 5% b6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 2y 28 29 30 31 32
time (s)

Jasne vidime zakladnd frekvenciu, ale aj vSetky jej nésobky, ktorym sa hovori vysSie harmonické.
Ich pomernému zastipeniu vo zvuku sa hovori farba téonu. Vdaka tomu mozu tie isté hudobné téony
zahrané na réznych nastrojoch zniet rézne. Alebo dokonca aj na tom istom néstroji zahrané na réznych
miestach. MoZete skusit zobrat napriklad gitaru a ukulele a pozriet sa, ako vyzera zvuk z tychto dvoch

nastrojov v rovnakom programe.

Dalsie ulohy
Priklad 3.38. Ukézte, Ze funkcia f(z — vt) spliia okrem vlnovej aj transportnii rovnicu

af = af
o TUgs =0 (3.144)

V ¢om je najvacsi rozdiel medzi tymito dvomi rovnicami a ¢o to znamené napriklad pre existenciu

rieSeni v tvare stojatych vin? O

Priklad 3.39 (VInova rovnica vo viacerych rozmeroch). V celej tejto ¢asti sme hovorili o vlnach v

jednom rozmere. Ako by ste vlnovi rovnicu (3.119) zovseobecnili do viacerych rozmerov? 0

RieSenie. V troch rozmeroch hladame funkciu £(z,y, z,t). Zo symetrie trojrozmerného priestoru do-
stavame, ze sturadnice z,y a z by do rovnice nemali vstupovat réznym spdsobom, a teda dostavame

prirodzené zovSeobecnenie v tvare

D*(Z,t) 5 (0%(F,t)  O%(T,t)  O%(F¢)
— = . 14
oz "\ a2z a7 ' o2 (3:145)
Tato trojica parcialnych derivacii sa zvykne oznacovat nasledovne
2005 20 (5 2¢(5

Ox? Oy? 022
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a pravu stranu tejto rovnosti treba chéapat ako diferencialny operator A posobiaci na skalarnu funkciu.
Pre naro¢nych moéZzeme spomenit, ze ide o druhtt mocninu operatora nabla V (2.92) este z casti o
potencialoch v troch rozmeroch a zvykne sa mu hovorit Laplaceov operdtor. Mohli by sme sa zaujimat,

ako jeho vyjadrenie vyzera v inych stradniciach, ale to uz je otazka na dalsi semester. |

Priklad 3.40. Ukézte, Ze funkcie tvaru
£(Z,1) = AePTEwt) (3.147)

st rieSeniami trojrozmernej vinovej rovnice (3.145). V akom vztahu musi byt p’'a w, aby to bola pravda?

Hovori sa im rovinné viny, uz sme hovorili preco. ]

Priklad 3.41. Ukazte, Ze sucet vhodnych rovinnych vin vedie na rieSenie vlnovej rovnice v tvare

cos(wt) sin (%:r) : (3.148)

O]

Priklad 3.42. Pozrite si Vide Co ma spolotné gitara a mikrovinka a Co ma spolotné cokolada v
mikrovinke a rychlost svetla a na zaklade nich zmerajte rychlost svetla pomocou éokolédy@ v mikro-
vinke. O

3.4 Dynamika tuhého telesa

Pod tuhym telesom si zatial predstavte zemiak. Alebo asteroid, stolicku, bedmintonovy kosik. Kli¢ovou
vecou, ktori tuhé teleso vie robit, je otacat sa. Budeme predpokladat, Ze intuitivne je jasné, ¢o sa
pod otacanim mysli. Forméalnejsi popis budeme po krokoch budovat ¢asto bez toho, aby sme na tato

predstavu explicitne odkazovali. Je ale dobré mat ju na paméti.

3.4.1 TUvod a 3pecialny priklad sily kolmej na os ota¢ania

Pod tuhym telesom budeme rozumiet ststavu hmotnych bodov, ktorych vzdialenosti medzi sebou st

fixované a mozu sa v priestore hybat iba ako celok:
|Z; — 5] = const Vi, j . (3.149)

Body st teda fixované na akysi nehmotny ram. V limite nekone¢ného poc¢tu hmotnych bodov dostaneme
opat spojite rozlozeni hmotu, ale tomuto sa v tejto ¢asti velmi venovat nebudeme. Skér nas bude
zaujimat pohyb takéhoto telesa.

Otazka je ako vobec takuto konfiguraciu — budeme hovorit o polohe telesa aj ked ide v naSom
popise technicky o vela telies — rozumne popisat. Uz vieme, Ze vnutorné sily od ramu, ktoré drzia

hmotné body, pohromade nebudu priamo ovplyviovat pohyb taziska. Poloha tohto bodu bude teda

54Ak Citate tento text vytlaceny, relevantné linky su https://youtu.be/1alC_DDNalO a

https://youtu.be/ZUSWoRNjAyw.
53Pouzit sa da nastrahany syr, maslo alebo ¢okol'vek iné, ¢o velmi rychlo a vehementne reaguje na zvysenie teploty.
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rozumnym odrazovym mostikom. O tom, ako rozumne opisat otocenie telesa okolo taziska budeme

rozpravat trochu neskor. Zatial pripomenme polohu taZiska
L1 .
R=— > miE; (3.150)

kde m = > m; je celkova hmotnost telesa (oznacenie M si nechame v tejto ¢asti na ¢osi iné) a pohybova
rovnica pre toto tazisko je )
mE=Y"F, (3.151)

kde ale sumujeme cez vonkajsie sily posobiace na hmotné body. V celej tejto ¢asti budeme pisat holé
sumy bez hranic, mysli sa tym s¢itavanie cez vSetky hmotné body, z ktorych sa teleso sklada. V nasich

pripadoch bude touto silou takmer vylu¢ne gravita¢na a teda
> Fi=mj (3.152)
a k jej posobisku sa este vratime. Pre jeden hmotny bod sme uz mali aj moment hybnosti
Li=mi T X T (3.153)
celkovy moment hybnosti pre teleso dostaneme pres¢itanim cez v8etky body.

Priklad 3.43. Rozmyslite si, ze pre tuhé teleso, ktoré sa iba otaca okolo taziska, je jeho celkova
hybnost nulové, ale celkovy moment hybnosti nenulovy. MoZete si zvolit nejaké jednoduché teleso a

jednoduché otacanie, kde sa tieto veci lahko poéitaju. O

Pre ¢asovu derivaciu momentu hybnosti dostaneme
iE = mzfz X fl = :fZ X F:z (3.154)
dt

a veli¢inu na pravej strane tejto rovnice nazveme momentom hybnosti a ozna¢ime M. Dostali sme
takto rovnicu

zmena momentu hybnosti = moment sily , (3.155)

ktoré toho zatial vela nehovori. Snad iba tolko, Ze ide o analogiu Newtonovej pohybovej rovnice s pri-
danim slova "moment”. Tento drobny rozdiel mé viak d'alekosiahle désledkﬂ Za¢neme ich rozbalovat

len velmi pozvolna a za¢neme pripadom, kedy sa os, okolo ktorej sa teleso otaca, nebude menit.

Otacanie okolo fixovanej osi. Na zaciatok si podme premysliet ako vyzera kinematika otac¢ania
telesa okolo fixovanej osi. Za tuto os zvolime os z a na v8etko sa budeme pozerat v cylindrickych
sturadniciach. Nech sa teleso otéca konstantou uhlovou rychlostou w. Ak je v ¢ase t =0 polohovy
vektor i-teho bodu Z; = (r; cos 0;,7;sin 6;, z;), po Case t sa poloha bodu zmeni tak, ze §; — 6; +wt, kde

w je uhlova rychlost otéc¢ania telesa. Rychlost i-teho bodu bude potom

ll“i = (—riw sin (91',7“7;(,() COS Gi, 0) = x 3_3‘7, s (3156)

R
56Spoiler: tie st spojené s tym, Ze analégiou hmotnosti z rovnice F' = ma nebude skalar, ale matica.
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kde sme zaviedli vektor uhlovej rychlosti & = w2, ktory méa smer osi otac¢ania a jeho velkost je jej
hodnota. Tento vztah teda popisuje rychlosti jednotlivych bodov a eSte vela krat bude dolezity.
Tento vztah preZije aj uhlov rychlost v smere vieobecného vektora 71 a aj premennt velkost uhlove;j

rychlosti.

Priklad 3.44. Ako je vo vztahu (3.156|) ukryté staré dobré v = wR? O

Moment hybnosti. S touto pripravou sa mézeme pustit do po¢itania momentu hybnosti. Este si ale
situaciu trochu zjednodusime a budeme predpokladat, Ze teleso je rovinné a otaca sa okolo osi kolmej

na tato rovinu. Z (3.153)) dostavame

pricom sme si spomenuli na vztah pre trojity vektorovy sﬁéinﬂ
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B) (3.158)

a vyuzili kolmost vektorov &; a &J. Vidime, ze L = I&d a L = I = I0n, kde sme oznadili

I= Zmi (Z; - @) = Zmir? . (3.159)

Tejto veli¢ine sa hovori moment zotrvacnosti a je analdégiou hmotnosti pre otacavé pohyby, pretoze
mame [& = M. Vsimnite si, Ze zavisi od osi otdCania, pre rozne osi dostaneme rozne vzdialenosti
bodov 7;.

Dolezity poznatok ako priklad.

Priklad 3.45 (Steinerova veta). Majme teleso, A
ktoré ma okolo osi prechadzajucej taziskom mo-
ment zotrvacnosti Iy. Ukaze, Ze okolo novej osi, /

ktord je s tou pévodnou rovnobezna a nachadza

sa vo vzdialenosti a, ma moment zotrvacnosti % 7 /
x‘—a

tazisko

I = I+ ma® . (3.160) O

Riesenie. Toto je priamoc¢iarym désledkom kosinusovej vety. Pocéitame
I=Y"my(@—a) (&—a)=> mdi &—2) md;-a+y mia-a. (3.161)
Prvy ¢len je Iy, druhy je nulovy lebo taZisko je v pocdiatku a treti da presne to, ¢o potrebujeme. |

Zaujimavym dosledkom Steinerovej vety je, Ze teleso ma najmensi moment zotrva¢nosti vzhladom

na os, ktoré prechadza jeho taziskom.

5"Kolokvialne znamy ako ”bac minus cab”.
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Energia otacavého pohybu. V tejto jednoduchej situacii sa pozrime sa este na jednu vec — energiu.
Ked vo vztahu E; = mu; - U;/2 zoberieme ({3.156) a pouZijeme

(AxB)-(CxD)=(A-C)B-D)—(B-C)(A-D) (3.162)

dostaneme

1
‘&m:E:&:ﬁhﬂ. (3.163)

KaZzdému spravnemu Studentovi a kazdej spravnej Studentke by to samozrejme nemalo dat, a tento
vztah by si mali odvodit samostatne. My len zdoéraznime, Ze Cosi takéto sme uz raz mali, ked sa pre
jeden hmotny bod v polarnych siradniciach objavilo £ = %mr292.

Tento vztah znamena, Ze aj ked sa na otacajuce teleso pozerame ako na jednu entitu, ktora sa
nikam nepohybuje, modze mat v sebe ulozent energiu. Mikroskopicky je tato energia stctom kinetickych
energii jednotlivych hmotnych bodov, ale makroskopicky sa na fiu da pozerat ako na novy druh energie
priradenej telesu. Ak sa naviac teleso ako celok pohybuje rychlostou ¥, tato rychlost musime pridat ku
rychlosti kazdého hmotného bodu a dostaneme

1 1
E = §mv2 + §Iw2 . (3.164)

Ako to celé vyzera, ked sa teleso otaca okolo osi, ktora neprechadza jeho taziskom?

Priklad 3.46. Na odvodenie vztahov (3.159)), (3.160|) alebo (3.163)) sme pouZili zjednoduSenie rovin-
ného telesa otacajuceho sa okolo osi kolmej na tato rovinu. Rovnaké vzorce platia aj v o ¢osi menej

prisnom zjednoduseni. Co vietko eSte mozeme dovolit telesu, aby tieto vztahy platili? O

Poznamka o spojitom rozlozeni hmoty. @ Povazovat tuhé teleso za konecny pocet hmotnych
bodov je sice ¢asto praktické pri tvahéch, ale konkrétne vypocty to dost zahmlieva. Telesa s ktorymi
sa zvicSa stretdvame maju totiz hmotnost rozmiestnent spojite v nejakom objeme. Nagtastie nie je
tazké prejst od sum k integralom a od kone¢nych k spojitym rozloZeniam.

Pointa je v tom, Ze spojité teleso nakréjame na (nekonecne) vel'a infinitizemalnych kaskov. Hmot-
nost kazdého z nich bude m; — dm = pd3x, kde p je hustota telesa, ktora v principe moze zavisiet od
miesta a d3z je objemovy element v patriénych stradniciach. No a vietky sumy sa v tomto pripade

zmenia na integraly, takze
S mif (@) = [ dapf(@) (3.165)
kde f urcuje, o aku veli¢inu ide. V pripade rovinnych alebo dokonca lineadrnych telies budeme mat do

Cinenia s dvojrozmernym resp. jednorozmernym objemovym elementom, hustotou a integralom.

Priklad 3.47. Aky moment zotrvacnosti pre ty¢ku hmotnosti m a dizky [ okolo osi kolmej na palicku

prechadzajtcu jej stredom. O

RieSenie. Palicku si predstavime ako nekonecne vela hmotnych bodov, kazdy hmotnosti dm vo vzdia-

lenosti x od stredu.

58Ktort som nemal velmi kam dat tak skondila tu.
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7 obrazku potom dostavame, ze vztah (3.159)) prejde na
/2 1
I= / dela? = —mi® (3.166)

Priklad 3.48. Zo Steinerovej vety ukéizte, ze moment zotrvacnosti palicky okolo kolmej osi prechadza-

jiicej koncom palicky je I = mi?/3. Ako by ste tento vysledok dostali po¢itanim podobného integralu

ako (|3.166)). O

Priklad 3.49. Vypoditajte moment zotrvaénosti
1. Stvorcovej dosky,
2. kruhovej dosky,
vzhladom na os prechadzajtcu stredom a kolmu na rovinu ttvaru. O

Navod. Rozmyslite, si ze pre $tvorcovi dosku je klacovy integrél
a/2 a/2
I= / dx/ dy = (a* +y?) . (3.167)
—a/2 —a/2 a
Ako bude vyzerat potom integral pre kruhova dosku? Ak si neviete rady, pozrite (3.203)). |

3.4.2 Kinematika tuhého telesa

Nastal ¢as pozriet sa na otacanie telesa poriadnejsie. KIuc¢ovym menom v tejto a nasledujicej casti
bude Euler. Podl'a neho sa volaji dve sady rovnic, ktoré to budu robit. Prva "iba” kinematicky popi-
suje rozumnym spdsobom natocenie telesa. Druha hovori, ako sa toto nato¢enie meni pod posobenim
(momentov) sil.

V telese si zafixujme tri osy, ktoré oznaéime e1, es, e3 — o tom ako to spravit rozumne bude reé¢ o
chvilu. V laboratérnej siistave zvolme tieZ tri osy s oznacenim E7, Fy, F5. A v ¢ase t = 0 nech tieto
trojice splyvaja. Teraz sa teleso nejakym sposobom otodi, tj. osy e budu vzhladom na osy E natocené.

Toto otocenie popiseme trojicou uhlov ¢, 8,1 (ktorym sa hovori samozrejme Eulerove) nasledovne
e otoc¢ime trojicu ey, es, e3 okolo osi ez o uhol ¢,
e potom otoéime trojicu eq, ea, e3 okolo osi e; o uhol 8,
e potom otoéime trojicu ey, ez, e3 okolo osi e3 o uhol .

Celé to je vidiet na tomto obrazku, za ktory velmi pekne dakujem LukaSovi Tomekovi.
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Zmeny Eulerovych uhlov popisuji rotaciu telesa. Rovnako popisuje rotaciu telesa vektor uhlovej
rychlosti &J. Prvy popis je lepsi pre nas, druhy popis je lepsi pre rovnice, lebo uhlova rychlost vystupuje
priamo v nich. Eulerove kinematické rovnice st prekladovym slovnikom medzi tymto dvomi popismi.

Vektor & sa da vyjadrit dvomi spoésobmi
D=+ 00 + 1hih = wiéy + waby + wseés (3.168)

pricom stéale strieskou oznacujeme jednotkovy vektor v smere osi, okolo ktorej sa otaca. Z obrazku
po dlhom zamysleni postupne povyjadrujeme jednotkové vektory nalavo v terminoch jednotkovych

vektorov napravo, pozbierame ¢leny pri tom istom vektore, porovname a dostaneme

w1 =psinfsinty + fcost | (3.169a)
wo =¢sinfcosyy — Osine | (3.169b)
w3 =1 + dcosh . (3.169¢)

Eulerove kinematické rovnice v plnej krase.

3.4.3 Dynamika tuhého telesa

Popisat pohyb tuhého telesa uz vieme. Ostava nam najst pohybové rovnice, ktoré bude musiet tento
pohyb splhat. Za¢nime kinetickou energiou, kde sa prvy krat stretneme so vieobecnym momentom

zotrvacnosti.
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Kinetickd energia telesa je sucet kinetickych energii vSetkych bodov, z ktorych sa sklada. To zna-

mena

By =Y %m(f =3 %mi(d)’ W Tp) - (@ x &) = %Zmi (@3 - 75) — (& -w)?] . (3.170)

Teraz pride krok, ktorého vysledok je najlepsie napisat a nechat na ¢itatelov a Gitatelky si ho rozmysliet.
Na vztah pre kineticki energiu sa budeme pozerat ako na funkciu vektora uhlovej rychlosti . Ak

komponenty tohto vektora oznac¢ime w, s a = 1,2, 3, potom sa da zapisat kinetick4 energia ako

1
Ekin = ilabwawb 5 (3171)

kde I je 3 x 3 matica, ktorej a, b-ty komponent je

Ly =Y mi [(Ti - 4;) ap — FiaTn] - (3.172)

V tomto vztahu oznacuje vyraz d4 jednotku pre a = b a nulu inokedy. Ide teda o 3 x 3 maticu, ktora
ma na diagonéle jednotky a inde nuly, ¢iZe jednotkovi maticu 1.

Odporacam nepokracovat dalej, kym predchadzajice dva vztahy nie st vyjasnené.
Priklad 3.50. Ako presne vyzerd matica I7 Kde sa v (3.172)) skryva (3.159))? O

Vysledok. V maticovom tvare (3.172)) vyzera takto

2 2
Tio + Ty —XpTiz XT3
_ 2 2
I= —Ti2%i1 T+ X3 —X2%3 . (3.173)
2 2
—Ti3Ti1 —Tipxi3 Ti o+ T

Medzi maticou I a $pecidlnym pripadom sa nerobi vel'ky rozdiel a obe tieto veci sa nazyvaji
momentom zotrvacnosti s malou dusickou, Ze z kontextu je jasné, ¢i sa tym mysli matica alebo iba
¢islo. Je dobré este raz si premysliet, ze I je charakteristikou iba telesa a vobec nezavisi od toho, ¢o sa
s nim deje. KI'a¢ové pozorovanie z (3.172)) je, ze I, = I, a matica I je symetricka. Existuje teda baza,
v ktorej je diagonélna. No a v tejto baze budeme volit vektory eq, es, e3, v ktorych budeme vyjadrovat

uhlovt rychlost &, pocitat jej Gasovy priebeh a potom ho prekladat do re¢i Eulerovych uhlov.

Priklad 3.51. Odvodte tychto niekolko zdkladnych momentov zotrvacnosti

e hmotny bod (md?, md?,0), e tycka okolo kraja (mi?/3,ml?/3,0),
e kruznica (mr?/2,mr?/2, mr?), o disk (mr?/4,mr?/4,mr?/2),
e tycka okolo stredu (mi?/12,mi?/12,0), e gula 2mr?/5(1,1,1).
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Priklad 3.52. Ak sa na to citite, mozete skusit odvodit Steinerovu vetu vo v8eobecnom pripade
Loy = Toap +m (a8 — Gady) - (3.174)
O

Teraz uz nie je tazké ukézat, Ze rovnakd matica sa objavi vo vSeobecnom vyjadreni momentu

hybnosti@
E:Zmififo-:Zmii}x(o?x:fi):hﬁ. (3.175)

No a chceli by sme najst derivaciu tohto vektora L=.. ., t4 bude rovna celkovému momentu sily z
(13.154]). Co ale napisat na pravu stranu? V laboratornej sustave sa poloha telesa meni a teda I # 0.
V ststave spojenej s telesom I = const, ale bazové vektory tejto sistavy sa v ¢ase menia. Tato druhé

moznost sa ukazuje byt schodnejsia. PiSeme

. d R o dz’
0= (widf) = aidi + it (3.176)
pouzijeme
& _ 5w s (3.177)
= €T .
at T
a dostaneme
Lo + waws(Iz — I3) =M (3.178a)
Iywo 4+ wawi (I3 — I1) =Ms (3.178Db)
I3ws + wiwa (I — I2) =M3 . (3.178c)

Tymto rovniciam sa hovori Eulerove dynamické rovnice. Hovoria, ako sa v ¢ase vyvija uhlova rychlost
telesa pod posobenim momentu sily M. Eulerove kinematické rovnice potom hovoria, ako sa na zéklade

tohto rieSenia v Case vyvija poloha telesa v priestore.

3.4.4 Niekol'ko Specialnych pripadov pohybu tuhého telesa

Pozrime sa teraz na niekolko pripadov pouZitia rovnic z prechadzajucich ¢asti. Na tvodné priklady
nam postacia zakladne informacie z ¢asti [3.4.1] na priklady na konci uz budeme potrebovat tazku

masinériu Eulerovych rovnic.

Priklad 3.53 (Matematické kyvadlo revisited, again). Najdite pohybovii rovnicu matematického ky-

vadla, tj. jedného hmotného bodu na zéavese dlzky I v homogénnom gravitaénom poli. O

RieSenie. Moment zotrvaénosti hmotného bodu je jednoducho mi?, moment tiazovej sily je —mgl sin @.
Znamienko minus z toho, Ze pre kladné 0 chce sila tento uhol zmensovat, pripadne z toho, ktorym

smerom smeruje vektor L ak sa uhol 8 zvicsuje.

59V tomto vztahu I@& oznaduje maticové nasobenie vektora @ maticou I. Opét budeme difat, Ze rozdiel medzi oby¢aj-

nym a maticovym nasobenim bude jasny z kontextu.
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V rovnici I = M tak dostaneme

mi*0 = —mglsing = 6 = —%0 , (3.179)

¢osi, ¢o sme uz viac krat mali. Ale je fajn overit si, Ze novy aparit dava staré vysledky skor, ako ho

zacneme pouzivat v novych situdciach. |

Priklad 3.54 (Fyzikalne kyvadlo). Palicku zavesime za jeden koniec a nechame kmitat v homogénnom
gravitacnom poli. S akou peridédou to bude? Ako to vyzera pre vSeobecné teleso, ktoré je zavesené za

bod mimo jeho taziska? O

Riesenie. Postup je viac menej identicky ako v predchédzajacom priklade. Palicka je zavesena za jeden
7o svojich koncov, a teda jej moment zotrvaénosti je I = ml?/3. Moment tiazovej sily po vychyleni je
—mgl/2sin 0, pretoze tiazova sila posobi v tazisku palicky. Pohybova rovnica je tym padom

I6=M = éz—i—?sin@%—%@ (3.180)
a palicka kona harmonické kmity. VSimnite si, Ze to je in& peridéda, ako by bolo matematické kyvadlo
s dlzkou zavesu /2, palicka kmita pomalsie, a to napriek tomu, Ze ma rovnaki hmotnost a dokonca aj
tazisko na rovnakom mieste, lebo ma vAGSi moment zotrva¢nosti. Rovnaka hmotnost je rozmiestnené

dalej od osi otacania a teda pri rovnakej uhlovej rychlosti mé palicka (kvoli v = wR) vAdSiu energiu.

tazisko

F

Vgeobecne sa teleso zavesené mimo taziska vola fyzikalne kyvadlo, pohybovéa rovnica je na zaklade
totoznych tvah
gma

0= 7

0 (3.181)
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kde a je vzdialenost taziska od osi otacania, I je moment zotrvacnosti vzhladom na tito os. PouZitim

Steinerovej vety I = Iy + ma? toto eSte vieme upravit

j__9(_ 1
6 = a<1+ - )9, (3.182)

ma?

a vidime ze uhlova frekvencia je vzdy mensia ako \/g/a a teda peridda kmitania fyzikilneho kyvadla

je vzdy vacsia ako pre zodpovedajice matematické kyvadlo. |

Priklad 3.55. Valec polozime na naklonent rovinu a nechame ho bez presmykovania kotulat nadol.
Aké bude jeho zrychlenie? O

Riesenie. Ked sa valec kotula dole naklonenou rovinou, plati pre neho zékon zachovania energie (to

preto, Ze trecia sila pri valeni bez presmykovania nekoné ziadnu pracu, bude o tom re¢ v ¢asti[f) a teda

1 1 1/ I
E = imv2 + ilng — mgrsin o = 5 <R02 + m> T —mgrsina , (3.183)

mg ((l

Y

kde sme ako na obrazku oznacili vzdialenost, ktortu valec prejde dole rovinou x a vyuzili, Ze pri takomto
pohybe v = wR. Derivovanim tohto vyrazu a z nulovosti derivacie dostaneme

1

Iy
mR?

(3.184)

T =gsina

To je menej ako gsin a, ¢o by sme dostali pre teleso ktoré sa dole naklonenou rovinou iba volne sunie.
To preto, Ze gravita¢na energia sa meni okrem posuvnej kinetickej aj na otacavi a teda sa valec posiva

dole pomalsie. V &asti[f] o treni sa nauéime, ako tento priklad pocitat aj pouzitim sil. |

Priklad 3.56. Rolku toaletného papiera chytime za koniec a uvolnime. S akym zrychlenim sa bude

pohybovat tesne po uvolneni? O

RieSenie. NapiSeme pohybovi rovnicu vzhladom na bod, za ktory je rolka zaveseni — moment gra-
vitacnej sily je mR, moment tahovej sily je nulovy, pretoze polohovy vektor jej posobiska je nulovy —,
hla

Ie = Rmg , (3.185)
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a z toho dostaneme
Rmg

9

Rolka sa teda bude ota¢at okolo bodu, v ktorom sa odmotéava papier, s takymto uhlovym zrychlenim.

Zrychlenie taziska preto bude
1
S

mR?

(3.187)

a to je menej ako g. Opét, okrem posuvnej energie sa miha energia aj na otacanie. Z toho vieme

dokonca doréatat tahovu silu zavesenej ¢asti toaletaku, pretoZze celkova sila udava zrychlenie taziska

Iy

m . (3-188)

mg—T=ma = T =mg
Lahko overime, ze TR = Ipe. Preco sme tento vysledok cakali? |

3.4.5 Niekol'ko zlozitejsich pripadov pohybu tuhého telesa

Vol'ny sféricky zotrva¢nik. Najjednoduchsia moznost pre maticu momentu hybnosti je iba nasobok
jednotkovej matice I = Ipl. Z Eulerovych dynamickych rovnic vidime, Ze krizové ¢leny vsetky vypadnu
a pre pripad volného pohybu bez vonkajsicho momentu hybnosti je iba rovnomerné otacanie & =
const. V pripade nenulového momentu hybnosti dostavame &~ M , ¢o ked si rozmyslite je pripad

predchadzajtcej casti.

VolI'ny symetricky zotrvaénik. Druha najjednoduchsia moZnost je, ked st dve z troch diagonal-
nych komponent I rovnaké a zvolme osy tak, aby platilo I1; = Ise # I33 # 0. V situdcii bez momentu

hybnosti dostaneme z tretej dynamickej rovnice

Isz3w3 =0 = w3 =0. (3189)
Druhé dve rovnice potom daju
I — I
wlzﬂ(/.)g,d)g:—ﬂwl, Q:w;g 1] 3 y (3.190)
1
¢o hravo vyrieSime
1 = Qe = —Q%w1 = wy = wp cos(Q2t) (3.191)
a potom
w1 = wp sin(Qt) . (3.192)

7 kinematickych rovnic po troche prace dostaneme

I3ws

Yv=0Qt, 0 =const, ¢= =wt . (3.193)

I cosf

Tomuto pohybu sa hovori precesia a ked za konkrétne teleso zoberieme disk, vyzera nasledovne.
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Disk nie je vodorovne, ale jeho os je natoCena pod uhlom 6. Ten sa okolo tejto naklonenej osi otaca

uhlovou rychlostou €2 a os samotna okolo zvislého smeru rotuje uhlovou rychlostou

Ig(dg _ IgQ

= = . .194
v Iicos® (I — I3)cosf (3.194)

Vidime, ze pre I > I3 je to v rovnakom smere, pre I; < I3 v opa¢nom ako rotuje teleso.
Pre disk sa da dopoditat este viac. Nie je tazké ukézat, ze I3 = 2I7 a pre nie prili§ velké uhly
naklonenia dostavame
A=ws, w=20. (3.195)

Precesia taniera je dva krat rychlejSia ako jeho otacanie. To sa da vidiet najlepSie na spomalenom

videu disku, ktory vyhodime do vzduchu. Ak si na okraji disku spravime znacku, kym sa znacka vrati

na pévodné miesto os otaCania disku — a teda aj rovina disku — urobi dve otacky.

I vt

Tenis racket theorem. Pre vSeobecnt situéciu je uz tazsie ¢osi dopoéitat. V principe moze takéto
teleso konat velmi komplikovany pohyb. My sa pozrieme ale na jednu situaciu, ktora sa da dotiahnut
celkom daleko.

Lahko overime, Ze ot4canie okolo jednej z troch telesovych osi — nech je to os 1 a teda uhlova
rychlost v tvare &y = (wo,0,0) — je rieSsenim volnych Eulerovych dynamickych rovnic. Budeme teraz
hladat rieSenie, ktoré nie je presne toto, ale je k tomuto rieSeniu velmi blizko. A teda uhlovi rychlost
v tvare

W= &y + g, 51’2’3 < wp - (3.196)

Toto nas bude opraviiovat v rovniciach zahadzovat ¢leny, v ktorych sa objavi suc¢in viac ako dvoch

01,2,3.- Hovorime, Ze rovnice rieSime do prvého radu v . Najskor dostaneme

11161 =0 (3.197)
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a teda Ze wy sa modze zmenit len o konstantu. Kombinaciou druhych dvoch rovnic potom dostaneme

(Is —L)(h — I)

52 = OJ(2) 1312

5y . (3.198)

Ak je konStanta v tejto rovnici zdporna, dostavame rovnicu harmonického oscildtora. Os otacania — a
teda aj naklonenie telesa — sa bude v smere 2 menit, ale nikdy nie prili$ a teleso bude stale natocené viac
menej rovnako. Ak je ale konstanta kladna, rieSenim rovnice nebudu sinusy a kosinusy, ale hyperbolické
funkcie, ktoré s ¢asom diverguji! Smer 2 sa rychlo od svojho pévodného smeru odchyli a teleso bude
natocené inak, ako pévodne. V prvom pripade hovorime, Ze rotécia telesa okolo osi 1 je stabilna, v
druhom pripade, Ze je labilna alebo nestabilné. V stabilnom pripade malé odchylka od pozadovaného
rieSenia nevedie k ni¢omu dramatickému, to uz ale nie je pravda v nestabilnom pripade.

Ked sa pozrieme na vyraz (I3 — I1)(I1 — I2) vidime, Ze nestabilné bude otac¢anie okolo tej osi, ktora
zodpoveda prostrednému z trojice momentov zotrvac¢nosti.

Ako naznacuje nazov tejto casti, overit sa to da na tenisovej rakete. T4 ma tri osy ako na obrazku.

Z rozloZenia hmoty da usudit, Ze prostredny moment zotrvacnosti bude okolo osi oznacenej ako 2.
Lahko overime, Ze otdc¢anie okolo osi 1 a 3 je stabilné a s raketou sa ni¢ vyrazné nedeje. Co vsak
otacanie okolo osi 27 Raketu chytime za rucku a vyhodime do vzduchu. Urobi jednu otocku a vréti sa
nam naspéat do ruky, zd4 sa, Ze ni¢ $pecialne sa nestalo. Ked sa ale na raketu pozriete lepsie, takmer
urcite bude otoCené naopak — ta strana vypletu, ktora bola povodne dole, bude teraz nahor!

To isté o Cosi lepsie vidiet na pingpongovej rakete, lebo ma vyrazne odliSené strany. Z akéhosi
dovodnou ale efekt nie je az taky vyrazny. Viete preco? Ak si trufate, mozete si to vyskisat aj na

mobile a sledovat, ako je obrazovka otocené raz nahor a raz nadol.

Priklad 3.57 (Bicyklové koleso kvalitativne). Vyberte z ramu bicyklové koleso a vo zvislej polohe ho
roztocte. Potom pustite jeden koniec osky kolesa a drzte ho iba za ten druhy. Pokuste sa z rovnice

L=M vysvetlit jeho nasledny pohyb. O

Riesenie. Moment hybnosti kolesa L je v smere jeho osi a je vodorovny. Tiazova sila smeruje nadol
a jej moment M=2%xF smeruje — v situacii ako na obrazku smerom "do papiera”. Takto tiazové
sila nebude koleso otacat smerom nadol, ale smerom do strany, pretoze moment hybnosti sa zmeni z
hodnoty L na hodnotu L + Mdt. Toto je naértnuté na d'alsich dvoch obrazkoch.
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Tato tvaha nam déva aj niekol’ko zaujimavych predpovedi. Ak sa teleso rozto¢i rychlejsie, zmena Mdt
zostane t4 isté, ale vektor L bude viicsi. To znamena, ze uhol o ktory sa L otoéi bude mensi a koleso sa
bude otacat pomalsie. No a ked koleso rozto¢ime do opacného smeru — alebo zmenime koniec osky, za
ktory koleso drzime — moment sily sa oto¢i na opa¢ny a tym padom sa koleso bude otacat do opacnej
strany.

Nie je ni¢ I'ahsie ako tieto dve veci overit. |

Cosi podobné ako s bicyklovym kolesom sa deje aj so Zemou. Moment sily pochédza od Slnka!
Dolezité je pri tom to, Ze Zem nemé uplne dokonale gulovy tvar, Ze os jej otaCania je naklonené a to,
7e gravitac¢na sila sa so vzdialenostou meni. Ak si podelime Zem ako na obrazku, ¢ervenou zobrazené
gravitacné sily na jednotlivé ¢asti budid mat vysledny nenulovy moment smerom do papiera podobne,
ako mala gravitac¢na sila na bicyklové kolesa. A rovnako ako koleso, aj Zem sa bude kvoli tomu otacat.

Perioda tohto pohybu je priblizne 24000 rokov.

Ak sa Zem otaca tak, Ze jej moment hybnosti smeruje na sever, ako sa bude otacat os otac¢ania?

Dalsie ulohy
Priklad 3.58. V opacnych bodoch gulovej planéty pripevnil ktosi dva motory s hnacou silou F'. Co
sa bude s planétou diat, ked motory zapneme, ak bola predtym v pokoji?

Ten isty ¢lovek potom z planéty jeden z motorov odobral. Ako sa z pokoja bude planéta pohybovat
teraz? O

RieSenie. Celkova poésobiaca sila je nulova a teda planéta nikam nepojde. Celkovy moment, ktory

posobi na planétu je M = 2RF', to znamen4, Ze planétu to roztoCi s uhlovym zrychlenim Ie = M

M 2RF 5F
- - = _ == 3.199
c I %WLR2 mR ( )
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Co ked dame jeden motor pre¢? Moment bude M = RF a uhlové zrychlenie w = %. Ale vysledna
sila uz nebude nulova, takze bude aj nejaké zrychlenie taziska a = F/m.
Aké bude v prvom momente zrychlenie bodu v rovine rovnika so saradnicami r, 7 V uhlovom smere

zrychlenie rw, v x-ovom smere zrychlenie a, takze spolu
agy =a—rwsinf , a, =rwcosf . (3.200)

Po malom ¢ase 0t sa planéta otoci, sila uz bude inym smerom a vysledny pohyb bude komplikovana

Spirala. Téato situécia je jednoduchsia v polarnych suradniciach, moézete ju skusit popisat. |

Priklad 3.59. Hokejovy puk, ktory sa otac¢a uhlovou rychlostou w okolo svojej osi, poloZime na lad.

Ak je medzi pukom a l'adom koeficient trenia f, za aky ¢as zastaneﬂ O

RieSenie. Moment zotrvacnosti puku je %mR2 a teda jeho celkovy moment hybnosti je Lo = %msz.
Ostéava uz len najst moment trecej sily a ¢as potom dostaneme z L =—M, ¢o vedie na L = Ly — Mt
aT =Ly/M.

Trecia sila posobiaca na element dm vo vzdialenosti r je fgdm, jej moment je fgdmr = fgmdS/S,
kde S = mR? plocha podstavy puku a dS = rdrdf je ploiny element puku vo vzdialenosti r od jeho

stredu. Celkovy moment je teda

R 21
2
M= % r2dr/ o = @ (3.201)
™ 0 0
a Cas zastavenia bude SR
T = 4‘*}79 . (3.202)
[ ]

Priklad 3.60. Mame stvorcovy ram s hranou dlzky a, ktory ma vo svojich troch vrcholoch hmotné

body s hmotnostou m a vo Stvrtom hmotny bod s hmotnostou 5m.

Y

¥

m Bm

1. Najdite tazisko tejto sustavy.
2. Najdite moment zotrva¢nosti tejto ststavy vzhladom na stred Stvorcového ramu.
3. Najdite moment zotrvacnosti tejto sustavy vzhladom na taZisko.

4. Overte Steinerovu vetu.

59 Ak o treni ni¢ neviete, mozete sa k tomuto prikladu vratit po Gasti
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Ram aj s hmotnymi bodmi teraz upevnime na os kolmu na rovinu Stvorca a prechadzajicu jeho

stredom.
5. Najdite rovnovaznu polohu sustavy.
6. Najdite periodu kmitov tejto sistavy.
O

Priklad 3.61. Mame Stvorcovy ram s hranou dizky a, ktory je zlozeny z troch pali¢iek hmotnosti m

a jednou palickou s hmotnostou 5m.

5m

—_

. Najdite tazisko tejto sustavy.

[\)

. Najdite moment zotrvacnosti tejto sustavy vzhladom na stred stvorcového ramu.

w

. Najdite moment zotrva¢nosti tejto sustavy vzhladom na taZisko.

e

. Overte Steinerovu vetu.

Ram teraz upevnime na os kolmu na rovinu Stvorca a prechadzajtucu jeho stredom.
5. Najdite rovnovaznu polohu sustavy.
6. Najdite periodu kmitov tejto sistavy.

7. Skuste si rozmysliet, ¢ by ste o¢akavali, Ze to bude viac alebo menej ako v predchadzajucej tlohe.
Vyslo to tak?

O

Priklad 3.62. Jojo vznikne spojenim dvoch diskov polomeru R a hmotnosti M, medzi ktoré vlozime

disk polomeru r < R a hmotnosti m.
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1. Vypocitajte moment zotrvacnosti disku okolo osi, ktora prechadza jeho stredom a je kolma na
jeho rovinu ]

2. Okolo malého disku omotame motuz, za ktory jojo zavesime a uvolnime. Ak moment zotrva¢nosti

valca s polomerom p a hmotnostou u je up®/2, aké bude zrychlenie joja hned po uvolneni?

3. Jojo potom poloZime na naklonent rovinu so sklonom « a nechame ho kotal'at sa smerom nadol.

S akym zrychlenim sa bude pohybovat’?lazl

O

Priklad 3.63 (Diabolo). Tento priklad bude zaujimavy, ak viete trochu robit s takou Zonglovacou
vecou Ze diabolo. Ide vlastne o roztoceny symetricky zotrvacnik. Ako sme videli v texte, pésobenia
sil na roztocené telesa vedia mat velmi zaujimavé a neintuitivne efekty. Ak ovladate diabolovanie tak
viete, ze ak sa v Standardnej polohe snazite toto teleso naklonit smerom k sebe alebo od seba, robite
to tak, Ze jednu ruku posuniete dopredu a druht naopak dozadu. Prec¢o to tak je a ktord ruku méte

dat dopredu a ktora dozadu ak, ak chcete diabolo posunut dopredu, tj. ¢ast pri vas zodvihnut? O

RieSenie. Pozerajme sa na diabolo zvrchu ako na obrazku a dajme prava ruku dopredu a lava dozadu.

61Rozmyslite si, Ze je potrebné spocitat integral

R
m 2
I= ﬁ/o drrre . (3.203)

52Na vypocet tohto prikladu poméze pozriet sa na priklad o valci na naklonenej rovine, ktory je vypoéitany v poznam-
kach.
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Rozmyslite si, ze sily ktoré takto pésobia na diabolo maja zo symetrie situécie tvar
ﬁl:(_FwaFy7_Fz) ; FZZ(ny_Fya_Fz) (3204)

a miesta v ktorych pdsobia st

™= (z,y,2), 7o = (—x,—y,2) . (3.205)
Vysledny moment je potom iba v smere osi z a velkost 2(F,y + Fyx).

Ak som pravak tak v tejto situdcii mam roztocené diabolo tak, Ze moment hybnosti smeruje ku
mne, i.e. na spodnu stranu obrazka. Kladny moment sily ho teda dviha smerom nahor a teda predni
cast diabola naklana nadol. Ak ruky vymenim, moment sily bude opa¢ny a predna ¢ast diabola sa
bude natacat nahor.

Z toho sa da aj vymysliet, ako otocit diabolo vo vodorovnej rovine. Zoberieme jednu palicku a
prilozime ju k oske diabola zo strany. Vrchnou ¢astou potom zatla¢ime na jednu ¢ast a spodnou na
druhu cast. Tak vytvorime dvojicu sil, ktora bude mat rovnaky efekt ako dvojica na obrazku ale vo
zvislej rovine. Rozmyslite si, ¢o sa bude s diabolom diat ak napriklad pravou palickou zatla¢ime zhora

na predni a zdola na zadni ¢ast. A potom to skiste overit. |
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4 (Ne)lnercialne vztazné sustavy

Doteraz sme predpokladali, Ze nas systém popisujeme v nejakej dopredu dobre definovanej stustave a
tym sa rozmyslanie o siradnicovych systémoch zvacsa konéilo. Obc¢as sme potrebovali prejst do alebo
z taziskovej sustavy, ale to sme spravili len tak intuitivne pripoc¢itanim rychlosti. No a predpokladali
sme, ze v kazdej stustave s ktorou sme sa stretli bez problémov platia Newtonove zakony. V tejto Casti
sa na to v8etko pozrieme poriadne a rozmyslime si, ako t4 ista situdcia vyzerd v réznych ststavach a

¢o z toho vyplyva.

4.1 Zmena vztaZnej stistavy a inercialne vztazné sustavy
4.1.1 Stdradnicové systémy

Pod staradnicovym systémom budeme rozumiet dobre definovany sposob, ako povedat kde sa akékol'vek
teleso nachadza. Na to budeme potrebovat: pociatok stustavy, tj. bod vzhladom na ktory meriame
polohu telies a sadu jednotkovych vektorov Z;,7 = 1,2,3, v smere ktorych budeme udévat stradnice
telies. K urceniu polohy telesa eSte potrebujeme Cas, ten ale budeme povaZovat za univerzalny a v
kazdej stustave rovnaky. So far so good.

Ako budeme v takejto stistave merat rychlost a zrychlenie telesa? Nechame teleso hybat sa kratky

¢as dt a jeho nova polohu rozvinieme do druhého radu — Taylorov rozvoj. Dostaneme
1
Z(t + dt) = Z(t) + vdt + 5a‘dtz : (4.1)

Rychlost telesa je potom z definicie to, ¢o stoji v rozdiely Z(t + dt) — Z(t) pri dt a zrychlenim to, ¢o
stoji pri dt?. Zda sa to trochu zbytoéne komplikované, ale ¢oskoro uvidime, Ze ma zmysel riesit to
takto dokladne. Druhy newtonov zakon potom hovori, Ze v slusnom svete plati a@ = F /m a z definicie
je rychlost derivaciou zrychlenia.

Budeme predpokladat, Ze vSetky naSe stradnicové systémy su kartézke. Uz sme par krat videli,
Ze v krivodiarych suradniciach prichadza komplikidcia v tom, Ze zmena suradnic vektora moze byt
sposobena zmenou bézovych vektorov a nie zmenou samotného vektora. Tak sa tejto komplikicii na
zatial vyhneme.

A teraz pride kl'ucova otazka celej tejto Casti. Mame iny stradnicovy systém, ktorého podciatok je

vzhladom na povodny systém posunuty o vektor R a stradnicové osy st dané vektormi g;.

M y
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V nom budeme popisovat pohyb toho istého telesa
1
7= 1o+ Uydt + 5c?ydt"’ (4.2)

a plati & = ﬁ+gj Aky je vztah medzi @, a d, ak vieme aky je vztah medzi & a §? Ak vieme, Ze ststava

x je inercidlna, za akych podmienok je inercidlna aj stustava y.

4.1.2 Inercialne vztazne sustavy

Ako uvidime, inercidlnost bude suvisiet so zotrvacnostou telies — tendenciou odporovat zmene svojho
pohybového stavu — a platnostou zédkona zotrvacnosti — prvého Newtonovho zakona. Zotrvacnost sa po
anglicky, a moZno aj v inych jazykoch, povie inertia. A zotrvacné sily, ktoré ¢oskoro objavime, budu
také Cleny na silovej strane pohybovej rovnice, ktoré nepochédzaji z materidlovej interakcie medzi
kiiskami hmoty, ale zo zotrvacnosti — tendencie telies drzat si svoju aktualnu rychlost.

Na prvy Newtonov zédkon sa da pozerat ako na definiciu inercidlnej sustavy. To je taka, v ktorej
je zrychlenie telesa, na ktoré neposobi sila, nulové. Tato definicia ale ni¢ nehovori o tom, ¢o to sila
vlastne je.

To je prekvapivo komplikovana otézka :) My ju vyriesime nasledovne, trochu podvodom. Pomézeme
si s vedomostou, ktori zatial v principe neméame — v8etky telesa sa skladaju z atomov. A atémy medzi
sebou posobia nejakymi fundamentalnymi interakciami. D4 sa pozriet na jednotlivé atomy z ktorych sa
teleso sklad4a a pozbierat vSetky sily, ktorymi na tieto atémy podsobia vetky ostatné atémy vo vesmire.
A tento sucet je sila, ktora podsobi na teleso. Ide o velmi komplikovany proces, ked treba scitavat
elektromagnetické, gravita¢né a v principe dalgie sily a vysledkom je potom ¢osi ako trecia sila. Alebo
normalova sila od podlozky, odpor vzduchu a vSetky ostatné sily, na ktoré sme zvyknuti.

To, ¢o budeme rozumiet pod silou — takou tou skuto¢nou silou F', ktora patri do pohybového zakona
v inercidlnej sustave —, je teda vysledkom fundamentalnych interakcii medzi zakladnymi stavebnymi
kiskami, z ktorych sa skladaju telesa.

Uff, to bolo velmi vela slov okolo zdanlivo jednoduchého slova. Spéat k inercidlnym ststavam.

Este si podme rozmysliet, ako méze vztah medzi z a y vyzerat. ZakaZeme Skalovanie osi a budeme
predpokladat, Ze vo vSetkych sustaviach pouzivame tie isté jednotky. Ak st oba systémy kartézke, tri
osi y mozu byt vzhladom na x iba posunuté a nejak natodené. Ale toto posunutie a natocenie sa moze
v Case menit.

Ak méme danu na zaciatok jednu inercidlnu vztaznu sustavu, ako vyzeraju vSetky ostatné? Inak
povedané, ak vieme, Ze d@, = 0, za akych podmienok je potom nutne aj d@, = 0?7 Nuz bez velkych redi,

ktorych uz bolo az az, derivujeme

3
:E:Zxx =d,

=1
3 3. 3 .
ZZ?M%+2Zy'i?)¢+2y,~@i+R:6y+... . (4.3)
=1 =1 =1

Prvy ¢len v druhom riadku je @, a z poziadavky inercialnosti y dostavame, ze vSetky daldie ¢leny,

oznacené ako ... musia byt nulové. Naviac musia byt nulové v kazdom Case a pre kazdy pohyb telesa.
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To sa neda docielit inak ako tym, Ze kazdy z nich bude nulovy a teda bazové vektory sa v ¢ase nebudu
menit a posunutie bude najviac linearne v Case.

Dostali sme teda, Ze pre inerciadlnu sistavu x su inerciadlne také sustavy, ktoré sa vzhladom na
nu pohybuji rovnomerne priamociaru a si nejak natocené, ale toto natocenie sa uz v ¢ase nemeni.
Rozmyslite si, Ze bez ohladu na to, z ktorej inercidlnej sustavy sme na zaciatku Startovali, takymto
sposobom dostaneme vSetky.

Pre rychlosti v tychto ststavach potom plati
Uy =0+ R, (4.4)

¢o je skladanie rychlosti, ktoré sme uz pouzili pri prechodoch medzi taziskovou a laboratérnou stustavou.
V inercidlnych stistavach platia newtonove zakony, zdkony zachovania a celd mechanika tak, ako

sme ju mali doteraz. Co ale v tych ostatnych, ktoré volame neinercialne?

4.2 Neinercialne vztazné sustavy

V neinercidlnych stustaviach to bude inak. Tam nebude platit Newtonov zédkon v zmysle F = md, kde
na lavej strane je sila ako vysledok vSetkych interakcii tak, ako sme ju definovali v prechadzajicej
¢asti. Tu by sme v principe mohli skonéit a povedat, Zze na fyziku v takych sastaviach sme prikratki.
Ale ukaze sa, Ze Cosi o nej predsa len budeme vediet povedat.

Dokonca budeme vediet Newtonov zakon v nejakej forme tuplne zachréanit. Spoiler alert. Budeme
vediet na lava stranu doplnit ¢leny — ktorym sa hovori zotrvacné, alebo zdanlivé, sily — ktorych tvar
bude tplne nezéavisly od pohybu telesa@ a budd univerzalne pre dand ststavu a takto upraveny Ne-
wtonov zakon bude platit. Treba si ale déavat pozor, Ze v zmysle nasej definicie je nazov sila trochu
zavadzajuci. Zotrvacéné sily nie su dosledkom Ziadnej interakcie, ale désledkom neinercidlnosti vztaznej
stistavy.

Na ich pévod, dosledky a popis a pozrieme tromi réznymi sposobmi.

4.2.1 Jednoduchy popis zotrvaénych sil

Posuvné zrychlenia. Najskor sa pozrime na obltubeny vlakovy priklad. Na kolajniciach stoji vlak,
v ktorom je stol. Stanica si so sebou nesie prirodzenu vztaznu sustavu, tak isto vlak. Ststavu spojenii
so stanicou budeme povazovat za inercialnu. No a vlak sa za¢ne rozbiehat so zrychlenim a.

Nech je na stole poloZeny valec, ktory sa moze po stole volne $mykat. Na valec nepdsobi Ziadna
sila, takZe v inercialnej vztaznej sistave sa nebude hybat a zostane na mieste. V neinercialnej stustave

spojenej s vagdénom to znamena, ze sa valec zaCne rozbiehat opacnym smerom so zrychlenim —a.

63Samotné sily od pohybu zavisiet budi, ale vzorec, ktorym ich budeme poéitat sa menit nebude. Vsak uvidite.
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Clovek vo vlaku na zaklade toho usadi, Ze jeho ststava nie je inercidlna. Bez silového posobenia
dochédza k zmene pohybu, ¢o je proti prvému Newtonovemu zékonu. Rovnako si ale vS§imne, Ze pohyb
valca sa v jeho sistave da popisat tak, ako keby na neho poésobila sila velkosti ma.

V inej situacii majme na stole polozent knihu. T4 sa po stole nesmyka, naopak trecia sila ju pevne
drzi na mieste. V inercidlnej ststave stanice sa pod pésobenim tejto sily knizka rozbehne spolu s vlakom

so zrychlenim a.

Sy
OO ESE0e)
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'
]
o

V ststave spojenej s vagoénom ale bude stat na mieste. A to napriek tomu, Ze na fiu pésobi nejaka sila.
Co opit vedie na neplatnost prvého zakona, ale tiez to opét zachrani sila ma v smere proti pohybu
vlaku. Vidime teda, Ze v oboch situaciach zachrani platnost Newtonovho zékona pridanie toho istého

¢lenu.

Otacavé zrychlenia. To bola siistava, ktorej poc¢iatok zrychluje a teda ﬁ # 0. Pozrime sa teraz na
zlozitejsiu situaciu stastavy, ktord sa v Case otaca.

Majme Tadovy koloto¢. BeZzna vec. A majme ¢loveka, ktory na lade stoji mimo osi ota¢ania. Na
¢loveka nepodsobi Ziadna sila a teda sa v inercialnej sustave spojenej so Zemou pohybovat nikam nebude.
V ststave spojenej s koloto¢om ale kona pohyb po kruznici. Znamené to, Ze na Tava stranu pohybovej
rovnice musime pridat dostredivi (!!!) zotrva¢nu silu, ktora bude tento pohyb zabezpecovat. K tomuto
zdanlivému paradoxu sa eSte vratime.

Ak je na Tade poloZzeny puk, ktory sa otaca spolu s Tadom. V inicidlnej siistave na puk posobi
dostredivé sila a ta sposobuje jeho pohyb po kruznici. V neinercialnej stistave spojenej s koloto¢om sa
teleso hybe inak ako by tato sila hovorila. Nehybe sa totiz vobec. Tu sa objavuje uz odstrediva sila, na
ktort sme zvyknuti. Vyslednica tejto sily a trecej sily je nulova a teleso bude stat.

Pod'me sa este pozriet na o ¢osi komplikovanejsiu situaciu. Nasledujica tvaha bude najzlozitejsia,
ktorid budeme v tejto Casti robit. Ak ju pochopite, vSetko ostatné by malo byt uz jasné. Majme

obycCajny koloto¢, na ktorom stoji ¢lovek a otaca sa spolu s nim. A teraz spravi krok smerom pre¢ od
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osi otacCania kolotoca. Ako to vyzerd v inercialnej sustave? Povodne ¢lovek konal pohyb po kruZnici
nejakou rychlostou. Pri postuvani sa jeho rychlost bude menit iba v radidnom smere, takze s rychlostou
dookola sa ni¢ diat nebude. V neinercidlnej ststave sa ale ¢lovek posunul do miesta, ktoré sa okolo osi
otaca vicsou rychlostou ako to pévodné! Pretoze v = wR a R sa zvidsilo. Clovek sa ale stale pohybuje
tou istou rychlostou a teda vzhladom na koloto¢ ziskal nejakt rychlost v smere proti otac¢aniu. Ziskanie
rychlosti je zrychlenie a zrychlenie bez silového poésobenia znamené neinercidlnost. Ale da sa vyriesit
pridanim zdanlivych sil. No ak by ¢lovek spravil krok smerom k osi ota¢ania, vzhladom na koloto¢ by

zrychlil a teda sila by posobila opa¢nym smerom.

AV<0

[ ——

[ ——

Vg&imnite si, Ze tu nehralo tlohu to, ¢i sa sistava otacala rovnomerne alebo menila svoju uhlova

rychlost. Aj rovnomerné otacCanie sustavy vedie na jej neinercialnost.

Zaver. Prisli sme teda na to, Ze si stustavy, kde neplatia Newtonove zakony a telesé sa rozbiehaja,
aj ked na ne nepodsobia sily alebo stoja, ak ked na ne sily posobia. Ale zda sa, Ze by sme mohli
zaviest nejaky silovy efekt, vlastny pre danu stustavu, ktory po pripisani do pohybovych rovnic dovoli
Newtonove zakony dalej pouzivat. Ale to je len §pecialny konstrukt vlastny len pre daného pozorovatela

a nema ziadny povod v skutocnych silach.

4.2.2 Poriadnejsi popis zotrvac¢nych sil

Pozrime sa na situécie z prechadzajicej Casti o ¢osi preciznejsie. Dokonca aj nejakou matematikou. Pri

tom si spomenime na definiciu rychlosti a zrychlenia z prechadzajtcej Casti.

Posuvné zrychlenia. Este raz vlak rozbiehajici sa so zrychlenim a a v iom teleso, na ktoré posobi
sila F'. V ststave spojenej so stanicou sa teleso, ktoré sa povodne hybalo s rychlostou vy z miesta xg

pohne za ¢as dt do nového miesta

1F
T = x0 + vdt + = —dt? (4.5)
2m

a jeho rychlost sa zmeni z vg na v = vg + %dt. Ako to vyzeré pre ¢loveka vo vlaku? Ak predpokladame,
ze v Case t = 0 st podiatky v jednom bode, potom pociatocné poloha je ta istd yg = zo a poloha po
Case dt je

1F 1

y = xo + vdt + §Edt2 — §(J,dt2 , (4.6)
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Vidime teda, Ze

ay=——a. (4.7)

F
m
Toto sa da upravit na tvar

may = F —am , (4.8)

¢o vyzerad ako pohybova rovnica v ¢iarkovanej sistave, len sa na mieste kde by sme ocakévali silu

objavilo okrem skutocnej sily F' este ¢osi dalsie. A tomu d'alsiemu budeme hovorit zotrvacna sila.

Otacavé zrychlenia. Pre pripad rotujicej ststavy to bude trochu komplikovanejsie, pretoze tu uz
bude zotrvacné sila zavisiet od toho, ¢o teleso robi.
Majme najskor cloveka, ktory stoji na l'adovom koloto¢i. Nech je vo vzdialenosti R od osi ot4¢ania

a nech sa koloto¢ otac¢a uhlovou rychlostou w. Ako na tomto obrazku:

Ciarkované osi st osami laboratornej ststavy (a teda osami rotujicej siustavy v ¢ase t = 0), plné ¢iary
su osi otocenej stistavy. Ciarkované teleso je otoCené povodna poloha telesa, priesvitné teleso je poloha
telesa v otocenej sustave, ak by sa pohybovalo podla prvého Newtonovho zakona s rychlostou (0, —v),
plné teleso je skutoéna poloha telesa. Rozdiel medzi priesvitnym telesom a plnym telesom je spésobeny
zotrvacnou silou.

Rychlost ¢loveka v siistave spojenej s kolotoGom je v = wR. Za ¢as dt sa koloto¢ oto¢i o uhol wdt a
v ststave spojenej s koloto¢om sa ¢lovek dostane z polohy (R, 0) do polohy (R cos a, —Rsin «v). Rozvoj

do druhého radu v dt da pre novi polohu
L oo 0
R— P Rdt*, —wRdt | . (4.9)

Tu vieme priamo odéitat spominanii rychlost (0, —v) a zrychlenie ¢loveka (—w?R,0). Dostédvame teda
nenulové md a toto neinercidlny pozorovatel intepretuje ako nejaké silové posobenie, ktoré potom
sposobuje pohyb po kruZnici. V&imnite si, Ze po matematickej stranke ide o velmi podobny vypocet
aky sme robili, ked sme popisovali pohyb po kruznici v priklade [[.30} Idea je v8ak velmi rozdielna.
Co v druhom pripade, ked ¢osi drzi puk na koloto¢i? Vtedy na puk posobi sila F = —mw?R a
v inercidlnej stustave kona pohyb po kruznici. V neinercidlnej ststave koloto¢a sa ale jeho poloha
nezmeni a v if — 4o pri dt? vystupuje 0. To znemend, %e okrem ¢lenu F chceme na silovi stranu

druhého Newtonovho zékona dat daldi ¢len +mw?R, a teda dostavame Standardni odstredivi silu.
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Coskoro uvidime, prec¢o sme v pripade posuvného zrychlenia dostali v oboch pripadoch to isté ale v
pripade otacajicej sa siistavy nie.
Este sme hovorili o situacii, v ktorej ¢lovek kraca v radidlnom smere. Nech je to rychlostou w.

Posobi na neho dostrediva sila, ktora zariaduje jeho pohyb po kruZnici v inercidlnej stustave. Obrazok

_—

vyzera nejak takto:

....... RN O B

LEEE TS STEEPEETETEE TR ETEYD =

V inercialnej ststave pre posunutie za ¢as dt dostaneme
1
(R,0) — (R + udt — §w2Rdt2, Rwdt) (4.10)

a teda rychlost (u,wR) ako by sme ocakavali a zrychlenie —w?R podla druhého newtonovho zikona.

V neinercialnej sistave spojenej s kolotoCom sa za Cas dt posunie iba takto
(R,0) — (R + udt, —wudt?) . (4.11)

V tejto sustave teda dostéavame rychlost (u,0), opét ni¢ neo¢akavané. Zrychlenie telesa je ale (0, —2wu)
a aby sme toto dostali musime v radialnom smere k skuto¢nej sile pripocitat zdanlivi odstredivi a v
uhlovom smere pésobi nova zotrvacnéa sila velkosti —2mwu. Hovorime jej Corriolisova a je dosledkom
toho, Ze pri radidlnom pohybe sa teleso dostava do miest, ktoré sa otéacaju okolo osi rychlejsie, pripadne

pomalsie, ako bolo miesto, vzhladom na ktoré pévodne teleso stélo.

Priklad 4.1. Aky by bol rozdiel, ak by sme krok v radidlnom smere spravili eSte pred oto¢enim? To

znamend, ze v inercialnej sistave by sme spravili krok

(R,0) = ((R + udt) cos a, (R + udt) sin a) (4.12)

a v neinercialnej
(R,0) = ((R + udt),0) . (4.13)
Na aké vysledky by to viedlo a ako vieme, ktoré si tie spravne? O

Na zaver tejto Casti si eSte precvic¢ime cely tento koncept na obltbenom trividlnom pripade —

rovnomernom priamociarom pohybe.
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Priklad 4.2. Majme teleso, ktoré sa pohybuje rovnomerne priamociaro rychlostou v a zvolme v tomto
smere os y. Os x zvolme tak, Ze v ¢ase t = 0 su suradnice telesa (R,0), vid. obrazok. Ako vyzeraju v

Case t suradnice telesa v tejto sustave? Ako vyzeraju suradnice telesa v sdstave, ktorej os & sa nataca

tak, aby bola vzdy v smere telesa? Aké sily posobia na teleso v tejto sustave?

A

4.2.3 Poriadny popis zotrvaénych sil

Ked sme uZz teraz v zotrva¢nych silach peceni a vareni, moéZeme sa na ne pozriet poriadne, od podlahy.
Budeme derivovat a rovno pracovat v troch rozmeroch. Zide sa nam vedomost z predchédzajucej

kapitoly — Ze pri ota¢ani uhlovou rychlostou & je ¢asova derivacia vektora dana vztahom
T=0XT. (4.14)

Tam to bola realna rychlost realneho hmotného bodu pri readlnom otacani. Tu to je zmena vektora pri

malom otoceni sposobenom oto¢enim siradnicovej sustavy. Ale matematika je té ista.

\ o

No a kl'icova myslienka bude, Ze pri derivovani vektora nesmieme zabudnut aj na zmeny bazovych
vektorov a nepozerat sa len na zmeny stradnic v tejto baze. V inercidlnej stistave mame pre derivaciu

vektora &

. d2 3 3
r= @ Z.’Ez.@z = sziz = C_iz (4.15)
=1 =1

a kedZe ide o inerciadlnu sustavu, plati md, = F. Ststavu y zoberme tak, Ze ma pociatok posunuty o
vektor R a vzhladom na #; sa otd¢a uhlovou rychlostou &. Pre derivaciu toho istého vektora dostavame
3 . 3 .

i = R+ 0, +Y yidx §i=R+0,+&x&. (416)
1

3 3
s 5. d . 5 .
x:R+dt;yiyi=R+;yiyz’+z 2
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A potom

i=1 i=1
. 3 3 . )
=B+ i +2) 0@ X gi+ Yyl X (w X i) + & x T = (4.17)
i=1 =1 =1
—R4 Gy + 20X T+ DX (B XT)+& X T . (4.18)

Ttto rovnicu teraz vynasobime m, pouzijeme pohybovt rovnicu, preusporiadame ¢leny a dostaneme s

velkou slavou pohybovi rovnicu v neinercialnej ststave y ako
Mmay =F —mR —2md XUy —mId XGX§y—md Xy . (4.19)

Vidime, Ze v neinercidlnej vztaznej sustave neplati F = md. Ale mame jasny predpis, ¢o dat na pravi
stranu k F' aby sme dostali rovnicu, ktord nejak tak vyzerd. Tymto ¢lenom sa hovori zotrvacéné sily,
postupne v poradni zotrvacna, Corriolisova, odstrediva a Eulerova. Tieto sily nie st skutoénymi silami
v zmysle toho, Ze pochédzaju od nejakej interakcie medzi telesami alebo ich ¢astami. Sa to ¢leny, ktoré

sa spravaju ako sily, vystupujice v pohybovej rovnici v neinercialnej vztaznej stustave.

Odstrediva sila. Uz sme videli ako odstrediva sila pochadza z toho, Ze teleso v neinercialnej ststave
pokracuje dalej rychlostou wR a to ho pri otoceni sustavy dostane do viacsej vzdialenosti, ako by sme
¢akali. V neinercidlnej stustave sa to da interpretovat — resp. popisovat — ako nejaké silové posobenie.

Z obltbeného vzorca pre trojity vektorovy sucin dostaneme
Fogs = —m& X & X § = —m(& - )& + mw?y . (4.20)

Prvy ¢len vykompenzuje zlozku druhého v smere & a teda odstrediva sila posobi kolmo na os otacania
sustavy. Ak v sastave y zavedieme cylindrické siradnice so z-ovou osou v smere otac¢ania, pre odstredivii
silu mame

Fous = mw’ri . (4.21)

Vidime, Ze tato sila je potencidlova s potencidlom v tychto stiradniciach
1
V(z,r,0) = —imerZ . (4.22)

Vseobecne by sme pre potencial dostali

V() = —gm(@x §)° (4.23)

Potencial klesa do minus nekone¢na, sila je odpudiva ako by sme zo skiisenosti (a z ndzvu) ocakavali.

Na chvilu si teraz spomenieme na efektivny potencial z ¢asti o jednom telese v troch rozmeroch.
Ked tam za moment hybnosti dosadime L = mr2w, dostaneme presne vyraz pre potencial odstredivej
sily. Na tato cast efektivneho potencialu sa teda da pozerat ako na dosledok neinercalnosti stustavy, v
ktorej z-ova os smeruje kolmo na rovinu, v ktorej sa teleso pohybuje a z-ova os je neustale natacané

tak, aby teleso lezalo na nej, rovnako ako v priklade [4.2]
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Corriolisova sila. Tento ¢len vznika preto, Ze sa teleso pohybuje v smere pre¢ alebo k osi otaCania
a tym padom sa dostéva na miesta, kde je jeho rychlost nekompatibilna s rychlostou sustavy. Ak sa
posunie blizgie, sistava spomalila, ak dalej, tak zrychlila. Tato zmena rychlosti telesa vzhladom na
sustavu sa da interpretovat ako zdanlivé silové posobenie.

Vratme sa ku ladovému koloto¢u. Majme ¢loveka, ktory sedi v strede na osi otdcania a odrazi sa
radialnym smerom. Ak medzi nim a kolotoCom nie je trenie, pdjde proste rovnomerne priamodciaro
dopredu. Z pohladu koloto¢a bude ale jeho pohyb vcelku komplikovane krivoé¢iary. Tento divny pohyb

interpretuje pozorovatel v otacajicej sa sustave ako vysledok posobenia Corriolisove;j sily.

Na obrazku je horny riadok postupnost poldh telesa v inercialnej sustave — ¢ervené osy. Na dolnom
obrazku v otacajicej sa neinercidlnej siistave — Gierne osy.

Bude o tom este viac re¢ v dalej casti, ¢osi vSak spomenme uz tu. Corriolisova sila je zodpovedna
za vela roznych efektov na nagej planéte, tak napriklad vznikd mnoho Struktar v prudeni vzduchu v
atmosfére a vody v ocednoch. Wikipédia, ChatGPT alebo staré dobré googlenie vam isto rado prezradi

ovela viac.
Priklad 4.3. Rozmyslite si, ako v pripade ¢loveka stojaceho na Tadovom kolotoci da sucet odstredive;j

a Corriolisovej sily dostredivi silu pre zdanlivy kruhovy pohyb. O

4.3 Dosledky zotrvaénych sil
4.3.1 Linearne zrychl'ujice stustavy
Tu len jeden priklad, nie je to az taka velka veda :) Alebo?

Priklad 4.4. Pod akym uhlom bude v rozbiehajicom sa vlaku hladina v Salke kavy? O

Riesenie. Hladina je v rovnovéaznej situacii v kazdom bode kolma na silu, ktoré na kvapalinu posobi.
Ak by nebola, komponenta sily v smere rovnobeznom s hladinou by posobila na elementy kvapaliny a

zacCala by ich presivat. Co nie je rovnovazna situacia.
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Je priamodiare presunit sa do neinercialnej sistavy, kde okrem skutocnej gravitacnej sily mg posobi
na elementy kvapaliny aj zotrvacna sila —ma, kde a je zrychlenie vlaku. Z jednoduchej geometrie tlohy

dostaneme pre uhol medzi hladinou a vodorovnym smerom
tana = 22 = & (4.24)

mg g
Tu je zaujimavé rozmysliet si, Ze situdcia je v inercidlnej stustave ovela komplikovanejsia. Tam
totiz okrem gravitac¢nej sily posobi na vyznaceny kus kvapaliny aj zvy$na kvapalina tlakom. Tym,
7e hladina napravo a nalavo méa roéznu vysku, vysledné sily sprava a zlava su rozne. A vysledkom
je nenulova sila smerom doprava, ktord sposobuje zrychlenie kvapaliny. V inercialnej stistave je teda
naklonenie kvapaliny sposobené poziadavkou nenulovej vyslednej sily vo vodorovnom smere, ktora bude

zrychlovat kvapalinu spolu s vlakom.

Skuste si rozmysliet, ¢o sa deje s tlakom v kvapaline v neinercidlnej stistave. |
4.3.2 Menej komplikované rotujiice ststavy

Zopar prikladov na odstredivé sily v otacajucich sa sastavach.

Priklad 4.5 (Matematické kyvadlo). Majme matematické kyvadlo, ktoré sa moze pohybovat iba vo
zvislej rovine. Tt rozto¢ime uhlovou rychlostou w. Ako bude vyzerat rovnovazna poloha kyvadla? S
akou periddou bude kmitat toto kyvadlo? Situéciu si rozmyslite z pohladu inercidlneho aj neinercial-

neho pozorovatela. O

Riesenie. Pozrime sa na situéaciu z pohladu neinercialneho pozorovatela. V jeho ststave sa nachéadza

kyvadlo v potenciéli tiazovej a odstredivej sily (v cylindrickych stradniciach)

1
V(r,0,z) = mgz — QmeT‘Z . (4.25)
Kyvadlo je fixované na zéaves dizky L, ktory ak zoberieme v poéiatku, a teda z = —L cosf ar = Lsin#,
dostaneme .
V(0) = —mgLcosf — §mw2L2 sin?@ . (4.26)

Minim4 tohto potencialu 6y najdeme z nulovosti derivacie a dostavame

sinfy = 0 alebo cosfy = I (4.27)

w2l
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Prva moznost je zvisla poloha kyvadla a existuje vzdy. Druha moznost existuje iba ak w? > g/L a
teda ak sa sistava otéca dostatocne rychlo. Z druhej derivacie zistime, Ze prva poloha je minimom — a
teda stabilna — presne vtedy, ak neexistuje druhy extrém. A ak druhy extrém existuje, je minimom a
stabilnou polohou on a prva poloha sa stane nestabilnou.

Presnejsie dostaneme, ze frekvencia kmitov je v oboch pripadoch postupne

2
9 _ 9 2_ 9
L w= w w2L2.

Relevantny bude ten pripade, kde je realna.

(4.28)

Okrem inercialneho pohladu si sktste rozmysliet ¢o sa presne deje v kritickom pripade ked w? =
g/L. [

Priklad 4.6 (Matematické kyvadla). Majme teraz dve matematické kyvadla, jedno zavesené na dru-
hom, ktoré su tiez rozto¢ené ako v predchadzajucom pripade. Ako bude vyzerat ich rovnovaZzna po-
loha? O

RieSenie. V inercidlnej ststave by sme si potrebovali rozmysliet, Ze telesé konaju v rovnovaznej ststave
kruhovy pohyb a Ze dostredivou silou pre tento pohyb musi byt vyslednica gravita¢nych sil a tahovych
sil 1an, na ktorych st telesa zavesené. V neinercidlnej siistave sa telesa nachadzaji — opét v cylindrickych
suradniciach — v potenciali
1 1
V(z1,29,71,72) = Mgz + mgzy — §mw2r% — imw2r§ (4.29)

a opéat su viazané podmienkami
21 =—Lcos6,, rpy =Lsinby , 20 =2z — LcosBy , ro =11 + Lsinby . (4.30)

Napisat rovnice pre minimum tohto potencialu je viac menej priamociare ale rieSenie je uz naro¢nejsie.
Dé sa overit, Ze zvisla poloha #; = 6 = 0 je vidy rieSenim ale stabilna je iba pre w? < (2 — v/2)g/L.
Este sa da vcelku jednoducho overit, Ze iné rieSenie 67 = 6 neexistuje. A potom sa d& zabavat s

rieSeniami tychto podmienok a stabilitou riesen{ pre rézne hodnoty parametrov numericky. |
Priklad 4.7 (Newtonovo vedro). Aky tvar ma ustélena hladina vody v rozto¢enom vedre s vodou? [

Riesenie. Ako sme uz hovorili, sila posobiaca na elementy na hladine kvapaliny je v rovnovaZznom
stave kolmé na hladinu. To znamena, Ze hladina vody sa ulozi tak, Ze bude ekvipotencialna, pretoze
vtedy je derivacia v smere hladiny nulovéi a teda na elementy nepdsobi Ziadna sila. Co v Tudskej reci
znamend, ze element nema chut presunut sa na miesto toho vedlajsieho, pretoze tym ni¢ neziska.

Hladame teda taka konfiguraciu hladiny z = f(r), Ze potencidlna energia

1
V(r,z) =mgz — §mw2r2 (4.31)
bude konstanta. Dostavame tak K )
lw? 4
_ 4.32
f0) = ot 5 (432

a teda paraboloid. Ze vysledok je ¢osi podobné sa da overit aj s lyzickou v Salke ¢aju. No a takto sa

napriklad vyrabaja parabolické zrkadla. |
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Priklad 4.8. Rozmyslite si, Ze aj jednoduché zotrva¢na sila z prikladu [£.4] je potencidlova, najdite jej

potencial a najdite hladany uhol « tymto spésobom. O

4.3.3 Zem ako neinercialna vztazna ststava

Doteraz sme slovnym spojenim “laboratérna” stustava predpokladali, Ze stistavy Standardne spojené s
miestnostami na Zemi s inercidlne. KedZe sa v8ak Zem otaca, toto nie je pravda a v skuto¢nosti sa v
tychto stistavach prejavia zotrvacéné sily, resp. rozdiely medzi pohybom nameranym v tejto ststave a
vysledkami z pohybového zakona F' = ma. Ako v8ak uvidime, tieto rozdiely st v beZnych situéciach
velmi malé a ked staviate dom alebo robite ¢osi podobné, uvazovat ich nemusite. Ked vSak posielate
druzicu do vesmiru, su tplne kltucové.

Zem sa otaca uhlovou rychlostou

_ 2
24 x 60 x 60 s

V nagich jednotkidch to je maélo, takze efekty otdcania budu pre javy, ktoré maju v SI jednotkach

wo ~Tx107°s7 . (4.33)

rozumné hodnoty velmi malé. Vo v8eobecnosti budeme volit suradnice tak, Ze sa Zem otaca okolo

z-ovej osi, a teda & = wpZ, a jej pociatok bude v strede Zeme.

Priklad 4.9 (Efektivna tiaZova sila). Aky vplyv ma rotacia Zeme na stojaci predmet na jej povrchu?

Situaciu si rozmyslite z pohladu inercidlneho aj neinercidlneho pozorovatela. O

RieSenie. Trochu nazvoslovia. Sile, ktorou posobi planéta Zem na telesa na jej povrchu sa hovori gra-
vita¢na. Sile, ktort tieto telesa na povrchu Zeme vnimaji sa hovori tiaZova a dno, je medzi tym rozdiel.
Tymto rozdielom je odstrediva sila v neinercidlnej ststave, v ktorej sa teleso nachadza. Rozmyslenie v

inercialnej sustave opéat nechavame na citatela, podme sa na situaciu pozriet v neinercialnej sustave.

OXOXY

9%

Snad netreba velmi zdoraznovat, ze v tomto obrazku je velkost odstredivého zrychlenia znaéne pre-
hnané.

Vysledné efektivne tiazové zrychlenie na povrchu Zeme je
g'eff:g—ﬁxcvxﬂ, (4.34)

¢o ked rozlozime do radialneho a uhlového smeru tak dostaneme (aby sme sa drzali klasickej zemskej

suradnicovej sustavy, uhol 8 pdjde od rovnika k pdlom, ¢o je naopak ako pri zvycajnych sférickych
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suradniciach)
Geff = (—g+ Rw% cos? 0)r —i—w%RcosHsinHé . (4.35)

Uhol medzi smerom priamo do stredu a smerom gesy je

wiRcosfsinf _ Rsin20 ,

t = ~ . 4.36
ana g — Rwj cos? 0 2g “o (4.36)
Pre velkost tiazového zrychlenia dostavame
R 2
Geff = g <1 _ 0 g2 9) . (4.37)
g

Vel'kost tiazového zrychlenia je teda najmengSia pri rovniku, ¢o sme ale mohli vidiet uz z obrazku.
Ciselne je faktor ng/g ~ 0.003, ¢o je v beznom zivote malo, ale si situacie v ktorych to hra ulohu.
Ked chceme nieco vystrelit do kozmu, najlacnejsie je robit to z miesta ¢o najblizsie pri rovniku. Tak
isto sa blizko pri rovniku lepSie robia atletické rekordy. K tomu prispieva aj to, Zze Zem nie je gula
(kvoli odstredivej sile), ale na rovniku je $irsia a teda sme este dalej od stredu, kde je nizgia gravita¢na
sila. |

Priklad 4.10 (Pad z velkej vysky). Aky vplyv ma rotacia Zeme na pad telesa z (vicsej) vysky H?

Padne teleso pred alebo za bod, na ktory by padlo v pripade neotécajicej sa Zeme? O

RieSenie. V tomto pripade méZzeme zanedbat efekt odstredivej sily. Presnejsie povedané, ak sa budeme
zaujimat o vysledky iba do radu wy, tj. do prvého netrividlneho radu, tak odstrediva sila si nezahra,

lebo jej efekty st az radu wg. Tym, Ze nebudeme uvazovat odstredivii silu ddvame hranicu na presnost

¥4

naSich avah.

(0]

Riesime teda pohybovt rovnicu

To, ¢o bude nasledovat sa nazyva poruchova metoéda. Po formalnej stranke budeme predpokladat, ze
rieSenie tejto rovnice mé pekné analytické vyjadrenie ako funkcia parametra wy a my budeme vlastne

hladat jej Taylorov rozvoj. Konkrétne iba jeho prvy ¢élen. Nazov metédy pochadza z toho, Ze na efekt
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Corriolisovej sily sa d& pozerat ako na mala "poruchu” k efektu ovela vicsej gravitacnej sily. Vysledny
pohyb teda bude vyzerat viac menej ako voIny péad, iba trochu porugeny efektom ¢ohosi malého naviac.

Ako sme hovorili niekedy v Gvode, ni¢ ako maly rozmerny parameter neexistuje. Celé by sa to dalo
formalizovat presnejsie, nam ale bude stagit nasledujiici argument. Rozmer wq je s71, takze 1/wq uréuje
akysi charakteristicky ¢as (priblizne jeden den). Priblizenie malého wy teda vlastne hovori, Ze procesy
na ktoré sa takto mozeme pozerat musia trvat ovela menej ako tento charakteristicky ¢as. Ak padame
sekundy alebo mintty, mali by sme byt tplne v pohode. Ak sa uz blizime k hodinam, dévanie ruk do
akychkol'vek ohiiov by som si dva krat rozmyslel.

Riesenie rovnice budeme hladat v tvare

f(t) = fo(t) + wofl (t) . (439)
Dosadime, zahodime ¢len imerny w3, pretoze takéto cleny uz chybajt aj v pévodnej rovnici, pozbierame
zvysné Cleny pri tych istych mocnindch wy a dostaneme
(.%0 - 5) “+ wo (fl + 2w X fo) =0. (4.40)
V tejto rovnici musia byt zatvorky nulové nezavisle. Argumenty st na to dva, jeden lepsi ako druhy.
Prvy hovori, Ze wg je veImi malé a teda prvy ¢len v tejto rovnici je ovela vacsi ako druhy a teda ¢leny
nemaji Sancu vynulovat sa navzajom. Druhy argument hovori, Ze rovnica musi platit pre hocijaki
hodnotu wg. Ak by sa aj nejakym obsktrnym spodsobom ¢leny medzi sebou vynulovali, ak by sme wy
trochu zmenili, rovnost by sa pokazila.

7 prvej zatvorky dostédvame, aj so zapoc¢itanim pociatoénych podmienok
Z0(0) = ((R+ H)cos0,0,(R+ H)sinf)) , ©9(0) =0 (4.41)

ako rieSenie stary znamy volny pad

7y = (<(R +H)— ;gt2> cosf,0, ((R +H) - ;gt2> sin@) ) (4.42)
To ked zderivujeme a dosadime do druhej zatvorky dostaneme
I = 2gtcos b . (4.43)
Tuto rovnicu teraz staci dva krat zintegrovat a dostaneme vysledné rieSenie
7=

1
o(t) + gwogt3 cosfy . (4.44)

Cas, za ktory teleso dopadne je stale ten isty T' = \/W , ale ddjde ku kladnému posunutiu v y-ovom
smere. Co ked si rozmyslite je posunutie v smere rotacie a padajuce teleso predbehne rotujicu Zem!
AKk4 je tomu pric¢ina? Prva je zédkon zachovania momentu hybnosti — teleso sa priblizuje k Zemi a na
to, aby malo rovnaky moment hybnosti musi preto zrychlovat v uhlovom smere. Druhym dévodom je
to, Ze teleso sa vdaka rotacii Zeme pohybuje v uhlovom smere rychlejsie ako bod, ktory sa nachadzal
priamo pod nim.

Vieme dostat aj priblizna vzdialenost o ktora to bude. Dosadime T' do y-ovej ¢asti a mame

5= % (2H/9)*/? ~ 2.2 x 1075 H? (4.45)

alebo pri vyske 100 metrov asi 2 centimetre. |
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4.4 Ponaucenie

Este raz si to celé zhriime. Zotrvaéné sily neexistuji. Sa len formélnym néstrojom ako v neinercidlnych
vztaznych ststaviach zachranit druhy Newtonov zakon. Napriek tomu maja velmi redlne efekty na
skuto¢né fyzikalne systémy. Tak ako to teda je?

Skutoéné efekty zotrvacnych sil st efektami skuto¢nych sil, ktori ndm ale neinercialnost vcelku
aspesne ukryva. No a samotnej zotrvacnosti. Ked napriklad stojite v brzdiacom autobuse a maéte
pocit, Ze vas Cosi tla¢i dopredu, to v skuto¢nosti trecia sila drzi nohy na mieste a vytahuje vam ich z
pod zvysku tela, ktoré sa zotrvacnostou posuva dopredu. Podobne sa da rozmysliet skuto¢ny poévod
vietkych dalsich efektov.

Na zéver tejto Casti spomenme jedno pozorovanie. Vo vSetkych zotrvacnych silach vystupuje hmot-
nost telesa a s jednou takou silou sme sa stretli uz skoér. Ale to urcite nebude mat Ziadne hlboké
dosledky.

Dalsie tlohy

Priklad 4.11. Uz vela krat sme pocitali, ¢o sa stane ked teleso hodime rychlostou v pod uhlom a.
Bude nas zaujimat, ako bude tato situacia vyzerat, ked budeme teleso hadzat v zrychlujicej ststave.
Najskor sa na problém pozrime v inercidlnej siistave. Teleso hodime rovnako, ale miesto, z ktorého

sme ho vyhodili bude rovhomerne zrychlovat so zrychlenim a.
e Kde sa v ¢ase T bude nachéadzat toto miesto?

e Rozmyslite si, Ze pohyb telesa bude vyzerat rovnako. Ako daleko od miesta, z ktorého sme ho

vyhodili, teleso dopadne?

Pozrime sa teraz na situiciu v neinercidlnej sistave. V nej okrem tiaZovej sily posobi na teleso

zotrvacné sila —ma v z-ovom smere.
e NapiSte pohybové rovnice pre teleso v tejto stustave.
e Nijdite polohu telesa v Case t a najdite ¢as, za ktory teleso dopadne.

e Vypocitajte vzdialenost dopadu telesa od miesta, z ktorého sme ho vyhodili. Porovnajte s vy-

sledkom prechadzajtcej casti.
O
Priklad 4.12. Na kolotoci, ktory sa ota¢a okolo svojej osi uhlovou rychlostou w hadZeme loptickou.

e Pred tym, ako sa koloto¢ roztoc¢i, hodime z miesta (D, 0,0) lopticku pod uhlom « rychlostou u

v radidlnom smere. Ukazte, Ze dréaha po ktorej sa lopticka bude pohybovat bude

1
Zo(t) = (D +ucosat,0, usinat — 2gt2> . (4.46)
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e Urobime to isté na otacajucom sa kolotoci. Rozmyslite si, Ze pohybova rovnica
mT =mg—2m & x & (4.47)
prejde v priblizeni malého & = w 2 a rozvoji Z(t) = Zo(t) + w1 (t) na
I = —2wi X I, (4.48)
e Dosad'te neporusené riesenie a zistite, ako musime hodit lopti¢ku ak chceme, aby dopadla na to
isté miesto, ako pri stojacom kolotoci.
O

Priklad 4.13 (Slapové sily). Co robia Zem a Mesiac samé o sebe vieme z prikladu — obiehaju
po elipsach okolo spolo¢ného taziska. Mozno ale neuniklo vaSej pozornosti to, Ze okrem toho hra v
ich existencii délezitu tlohu aj d'alsi objekt — Slnko. Vo velmi rozumnom priblizeni méZeme povedat,
Ze tazisko sistavy Zem-Mesiac obieha okolo Slnka po kruznici s patriécnym polomerom a patri¢nou

rychlostou. Co sa ale bude diaf v faziskovej ststave teraz? O

Priklad 4.14. Ako cvicenie zoberte do tvahy pri pade z velkej vysky aj odstredivi silu a vypocitajte

pohybovt rovnicu poruchovou metédou do druhého radu v wy. O

Priklad 4.15. Na spolo¢nom zéavese visia na Spagatoch dlzky L dve gulicky hmotnosti m. St elektricky
nabité, takze sa odpudzuju silou, ktora je rovna kq?/r?, kde r je vzdialenost guli¢iek. Okrem toho je
medzi nimi pruzina, ktord ma tuhost K a v nenatiahnutom stave nulovi dlzku. A aby toho nebolo

mélo, celé sa to otaca okolo zvislej osi uhlovou rychlostou w.
1. Aky uhol zvieraju Spagéaty v rovnovaznej polohe?
2. Aka je perioda malych kmitov guli¢iek okolo tejto rovnovaznej polohy?
O

Priklad 4.16. Do uvah pri pade telesa pod vplyvom Corriolisovej sily sme nezaréatali odpor vzduchu.

Trafnete si na to? ]

Navod. Linearny odpor by mal byt vcelku priamociary, lebo tam st smery nezavislé. Pri kvadratickom
odpore to uZ tak nie je, zas poruchové pribliZenie by mohlo veci zna¢ne zjednodusit. Potrépte sa a ak

sa k ¢omusi zaujimavému dopocitate, dajte vediet, rad sa na vaSe vysledky pozriem. |
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5 'Trecia sila

Ak sa chceme rozpravat o situaciach z bezného Zivota, tému trenia nemozeme obist. Hra totiz kl'acova
tlohu v Zivote kazdého z nas. Niekedy Zialbohu, niekedy chvalabohu, niekedy Zialbohu, Ze chvalabohu

a niekedy chvalabohu, Ze zialbohu.

5.1 Mechanizmus suchého trenia

Budeme sa rozpravat o "suchom” treni, tj. o procesoch, kedy st v kontakte dva roézne, dobre definované
povrchy dvoch réznych dobre definovanych telies a vzhladom na seba sa pohybuju, alebo by sa mi-
nimélne chceli pohybovat. To znamené, Ze nés nebudu zaujimat pripady v ktorych je medzi telesami
vrstva tekutého materialu alebo o trecich silach priamo v tekutinich, ktorému hovorime mokré trenie
a budeme sa mu venovat v dalsom diele.

Vtedy vznikd odporova sila, ktora posobi proti pohybu podobne ako sily z ¢asti 2.2.2] ktora tiez
nie je potencidlova, ale po matematickej stranke sa s ou pracuje ovela tazsie. Coskoro uvidime preco.

Suché trenie moze byt dvoch réznych druhov v zavislosti od toho, ¢ sa povrchy vzhIladom na seba
pohybuju alebo nie. V oboch pripadoch je predpokladom, Ze telesa sa na atomarnej drovni dotykaji
iba na velmi malej Casti svojich ploch, tj. Ze nerovnosti ich povrchov maju ovela vicsie rozmery ako
vel'kosti molektl, z ktorych sa skladaji. Toto je nie splnené pre polymérne latky ktorych molekuly st

velmi velké a tiez uz v spomenutom pripade tekutin na rozhrani, ktoré vypliaja nerovnosti povrchov.

Kinetické, alebo smykové, trenie. Najskor situécia, kedy sa povrchy telies vzhladom na seba

pohybuja. Tri zdkony trenia v tejto situécii si:
e Trecia sila je priamo tmerna normaélovej sile.
e Trecia sila je nezavisla od velkosti sty¢nej plochy. (oba Amontons, 1699)
e Koeficient timernosti je nezavisly od rychlosti. (Coulomb, 1785)

Matematicky to znamena, ze trecia sila je
T=fxgN, (5.1)

spolu s nultym zakonom, Ze trecia sila pdsobi v smere proti rychlosti a teda ako vektor je timerné
—u/|v]. Tiez pre fiu plati zakon akcie a reakcie, takze telesa pdsobia na seba navzajom rovnako vel-
kymi, ale opaCne orientovanymi silami. V tejto rovnici je fx koeficient kinetického trenia, ktory je
charakteristikou danej dvojice povrchov.

Mikroskopicky mechanizmus kinetického trenia je velmi komplikovany a tplne dokonale mu stale
nerozumieme. Zakladna idea je ale v tom, ze pri vzajomnom pohybe sa Struktira telies na molekulove;j
arovni deformuje a tato deforméacia sa potom vo forme vin Siry telesom, kde sa pomaly disipuje. Tak
si odnéasa energiu z posuvného pohybu a premieiia ju na teplo. Uplne najzaujimavejsie je, Ze takyto
komplikovany proces sa dé popisat tak jednoduchym matematickym zékonom. Je dolezité zdoraznit),

7e kinetické trenie nevznika ako zabrusovanie nerovnosti povrchov!
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Statické, alebo statické, trenie. Statické trenie je komplikovanejsie, pretoze zakon pren nepriché-

dza v tvare rovnosti, ale v tvare nerovnosti. Konkrétne plati
T< fsN, (5.2)

kde fg je opét koeficient charakterizujici dand dvojicu povrchov. Smer trenia je dany smerom vysled-
nice vSetkych ostatnych sil, ktorymi na seba dané telesi posobia a je proti tejto sile.

Toto je velmi ojedinel4 situacia, kedy sa princip vo fyzike lepsie opisuje slovami ako matematicky.
Majme dve telesa, ktoré by sa bez trenia vzhladom na seba zacali pohybovat. Statické trenie brani
tomuto pohybu a jeho velkost je presne taka, aby zostali povrchy vzhladom na seba v pokoji. Jeho vel-
kost teda nie je fixna, ale meni sa so silami, ktoré na telesa posobia vzdy tak, aby ich vykompenzovalo.
Az do situacie, kedy uz nedokaze byt splnena nerovnost , tj. ked st ostatné sily prilis vel'ké, vtedy
statické trenie "povoli”, povrchy sa vzhladom na seba rozpohybuju a prejdeme do rezimu kinetického
trenia.

Pre koeficienty trenia plati fs 2 fx =~ 0.1, mdZe byt ale ovela menej, napriklad pre teflon v
niektorych situaciach = 0.04, moze byt ale aj vela, napriklad guma na asfalte 1 — 2, niektoré Specialne
pretekarske zmesi az 4. Vtedy uZ ale nardzame na platnost predpokladu o malej ploche kontaktu a
velkosti molekiil, takZze zdkony trenia moéZeme pouZit iba s velmi skrizenymi prstami.

Statické trenie nekona pracu a nemina sa pri iom ziadna energia, pretozZe sila nepdsobi na ziadnej
drahe a v integrovani F.ds je drahovy element nulovy. Mechanizmus statického trenia je tiez kom-
plikovany a nie uplne pochopeny, pointa je v medzimolekulovom pritahovani okrajovych vrstiev telies.
Je zaujimavé, ze dva principidlne iné mechanizmy pre kinetické a statické trenie davaja na trovni
efektivneho popisu podobné zékony a dokonca numericky podobné koeficienty.

Ako uz je zvykom v tomto texte, najskor sa pozrieme na zopar jednoduchsich situacii a potom, ked

uz budeme mat zvladnuté zaklady, sa pozrieme na komplikovanejsie aplikacie.

5.2 Niekol'ko jednoduchych aloh

Priklad 5.1. Na naklonenej rovine so sklonom o méme teleso s hmotnostou m. Co sa bude diat s

telesom, ked ho uvolnime? Ako bude vyzerat zrychlenie telesa ako funkcia uhla sklonu? O

RieSenie. Aké sily posobia na teleso? Tiazova sila mg, reakcia od naklonenej roviny N a trecia smerom
hore naklonenou rovinou — pretoZe bez trenia by sa teleso chcelo rozbehnit smerom nadol. Tiazov silu
si rozlozime na smer rovnobeZne s rovinou a kolmo na rovinu a dostaneme pre vysledne sily, pricom

kladné smery sme zvolili dole naklonenou rovinou a smerom nahor,

Fy =mgsina —T (5.3)
F), =N —mgcosa (5.4)
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Rovnako sme mohli rozkladat aj do z-ového a y-ového smeru, ale toto sa ukaze byt rozumnejsie. V
smere kolmom na naklonenii rovinu teleso nikam neide, takze F'; = 0 a teda N = mg cos a, ostdva ndm
uréit treciu silu. T4 podla pravidiel bude taka velka, aby vykompenzovala sily posobiace v smere naklo-
nenej roviny, takze F| = 0. To ale za predpokladu, Ze to bude konzistentné s T' < fgN = fgmgcosa.
Dostévame teda, zZe

T =mgsina (5.5)

a toto plati ak
mgsina < fgmgcosa = tana < fg . (5.6)

Pre uhly mensie ako tato hodnota sa teleso nepohne a zostane na naklonenej rovine stat. Ked ale bude

uhol vacsi, teleso sa pohne. Potom bude trecia sila rovné

T = fgN = fxmgcosa (5.7)
a zrychlenie telesa bude
F ina—
o=l - gsma Jrmgcosa =g(sina — fgcosa) = gsina <1 _ Jr ) (5.8)
m m tan o

a teda mensie ako by bolo bez trenia. Vidime, Ze statické trenie vytvara situaciu, kedy sa teleso nedé
do pohybu pri Tubovolne malej sile. V zavislosti a = F/m vznika akasi medzera, kedy je zrychlenie
nulové aj pre nenulovii vonkajsiu silu. Takému ¢omusi sa hovori "gap”. Vidime tiez, Ze kriticky uhol pri
ktorom sa teleso da do pohybu je nezavisly od hmotnosti — nie je ni¢ I'ahSie ako overit to.

Na tomto priklade je vidiet, kde je problém pri pocitani s trecou silou. Museli sme najskor vyrieSit
pohybové rovnice v $pecidlnom pripade, potom overit, Ze toto rieSenie je konzistentné s predpokladom

statického rezimu a ak nebolo, cely vysledok zahodit a zopakovat v rezime kinetického trenia. |

Priklad 5.2. Na naklonend rovinu so sklonom « teraz poloZime valec s hmotnostou m a polomerom
R. Co sa bude diat s nim? O

RieSenie. Na rozdiel od telesa v predchédzajucom pripade sa valec isto za¢ne otacat, pretoze trecia
sila bude mat vzhl'adom na tazisko nenulovy moment T'R. Opét bude platit N = mg cos a a pre uhlové

zrychlenie valca bude bez ohladu na rezim trenia platit

_ TR

€ I()

(5.9)

Rezim trenia sa ale prejavi v tom, ¢ bude valec presmykovat alebo nie. Pri tom si spomenieme na
priklad Ak sme v statickom rezime a valec nepreSmykuje, znamena to, Ze zrychlenie jeho taziska
v smere naklonenej roviny musi byt

_ TR?
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Vysledna sila v smere naklonenej roviny je Fjj = mgsina —T' a teda

a =

Fy — mgsina-T 1 (5.11)
- :

= = T =mgsina el
Io

Tak sme sa dopocitali k potrebnej hodnote trenia. Ak by toto malo byt viac ako fgmgcosa, valec

zaCne preSmykovat a treba zacat s vypoctom odznova. Vtedy uz nebudi uhlové a posuvné zrychlenia

previazané, ale trecia sila bude dana presne. Zvy8ok uz isto zvladnete samostatnﬂ |

Priklad 5.3. Akou silou musime tlacit o stenu knihu hmotnosti m, aby nespadla? Koeficient trenia

medzi knihou a stenou je f, rovnako ako medzi rukou a knihou. O

Riesenie. Vo zvislom smere pésobi na knihu sila 77 4+ T5 — mg, vo vodorovnom sila ' — N, kde N je

reakcia od steny.

mg

v

Bude platit F = N — ak toto neplati, preburali sme stenu a méame tplne iné problémy — a teda
kniha nebude padat dole ak T (= fF) + To(= fN = fF) = 2fF bude vicsie ako mg a teda ked F' >
mg/2f. [

Priklad 5.4. Auto celkovej hmotnosti m ma kolesd s momentom zotrvac¢nosti I a polomerom R. Ak
ich roztac¢a moment sily M, s akym zrychlenim sa bude auto pohybovat? Pre aka hodnotu M zac¢nu

koleséa presmykovat? O

Riesenie. Pozrime sa najskér na jednoduchsiu situaciu, kedy méame iba roztacajice sa koleso. Pri

momente sily M sa bude sa roztacat uhlovym zrychlenim

e=— = (5.12)

mg T

64Preco skutofné koleso v skutoénom svete zastavi, aj ked trecia sila, ktord na neho posobi kona nulova pracu?
Dovodom je valivy odpor, ktory vznika kvoli deformécii povrchov. Preto sa napriklad valivé loziska robia s velmi tvrdych
materidlov — idealne z keramickych — ktora sa deformuja len velmi, velmi méalo. V naSom popise by to znamenalo, Ze

normaélové sila nep6sobi kolmo nahor, ale mé mala zloZzku v smere proti pohybu.
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Na tom celom je najnarocCnejsie rozmysliet si smer podsobenia trecej sily. Bez trenia by sa spodny
bod kolesa rozbiehal smerom dolava a koleso ako celok by stélo na mieste. Body kolesa sa chct hybat
dolava, trecia sila bude posobit doprava. Aby koleso nepresmykovalo, musi sa rozbehnit dopredu so
zrychlenim

azRazM:z, (5.13)
I m
Kde sme na zaver vyuzili, Ze vo vodorovnom smere pdsobi iba trecia sila. VSimnite si, Ze sa nam objavil

podobny faktor ako ked sme vyuZivali Steinerovu vetu, ale tplne z iného dovodu. Z tohto dostaneme

1 M
I'=s—F—. (5.14)
14 - R
Ak bude moment prili§ velky, koleséa budiu presmykovat. To nastane ak
fg 2
M > §(1+mR) (5.15)
A teraz kompletné auto.
-
T, mg T,
\J
Preco po6sobi trecia sila na zadnom kolese opa¢nym smerom ako na prednom?
Sada rovnic je teraz
Ni+No=mg, Ieg=THhR, Iegy=M—-T'\R, ma=T,—-T>,, a=ec1R, 1 =¢9, (5.16)
s rieSenim )
MR M(I R MI

Qg = ——
2l +mR2 ' R(I+mR?)’ R(2I + mR?)
a pre nepreSmykovanie musi platit nerovnost pre obe trecie sily, ale kedZze T7 > T stac¢i overit tu.
Mozete skusit napisat rovnaku sustavu rovnic pre bicykel, kde je hnané zadné koleso. A skusit

napriklad vypocitat, za akych podmienok sa predné koleso bicykla zacne dvihat. |

5.3 (O cosi) zlozitejsie alohy

Priklad 5.5. O aky uhol sa musim na bicykli naklonit, aby som prechadzal rychlostou v zakrutu
s polomerom R. Akou maximalnou rychlostou viem cez zakrutu prejst, ak je koeficient trenia medzi

kolesom a podlozkou f. O
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RieSenie. Preco sa vlastne pri zatacani na bicykli musime naklanat? V neinercialnej stustave (v ktorej
sa vtedy my ako ¢lovek na bicykli nachddzame) je odpovedou kompenzécia odstredivej sily. Ale vo
fyzikilnejsej inercialnej ststave je dovodom to, Ze na zatacanie potrebujeme nejak vytvorit dostredivii
silu pre nas§ kruhovy pohyb. Tou nemoéze byt tiaZova, pretoZe ta podsobi vidy smerom nadol a ostava
nam teda nejaké interakcia s podlozkou. Ale nemoéze to byt ani normalova sila, lebo ta pdsobi zas vzdy
nahor a musime teda nejak dontutit trenie, aby na nas posobilo. No a naklonenie je na to najjednoduchsi

sposob. V tom pripade vyzeraju sily takto

¥ A

kde sme si vyhradili pravo na trochu umeleckej volnosti a nahradili bicykel aj s ¢lovekom palickou.
Dobre si rozmyslite, preco trecia sila pdsobi smerom, ktory je naznaceny.
Najvécsia mozna hodnota trecej sily je Tiax = fIN. Normalova sila musi vykompenzovat tiazovi

silu a teda N = mg. Ak mame dany polomer krivosti zakruty, pre maximalnu rychlost dostaneme

Umax = V fgR . (5.18)

Po uhle ale ani chyru. Ten dostaneme ked spo¢itame moment sil vzhladom na taZisko
L. l
mg§s1na—T§cosoz:0 . (5.19)

Chceme aby bol nulovy, pretoze pri nenulovom momente sa zacne bicykel otacat, Comu sa v znacéne
komplikovanom cyklistickom zargéne hovori pad. Tak dostavame
T
tana = — (5.20)
mg
a pre danu rychlost a polomer zédkruty dostévame uhol naklonenia.
t v (5.21)
anoa = — . :
gR

Ked dosadime za maximélnu rychlost ([5.18]) dostaneme pre maximalny uhol tan @« = f. Hmmm, to uz
kdesi bolo. |

Priklad 5.6. Medzi lanom a konarom je koeficient trenia f. Cez konar prehodime lano a na jeho konce

povesime telesa s réznou hmotnostou m; a meo. Pre aké hmotnosti zostane sastava v pokoji? O

RieSenie. Bez trenia by sa lano po konéari zacalo Siuchat smerom k tazSiemu telesu. Bez straty na
vSeobecnosti zvolme mo > my. Na kontakte povrchov lana a konara preto bude pdsobit trecia sila,

ktora sa bude zo v8etkych sil snaZit tomuto celému zabranit. Oproti predchédzajiacim situéciam ale
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bude problém v tom, Ze pritlakova — a teda ani normalova — sila nie je pozdlz povrchu konstantna a
¢osi kdesi bude treba integrovat.

Najskor si ale musime rozmysliet, ako to vlastne funguje v tom lane. PouZijeme na to trpaslikova
metddu, ktora je inak vieobecne velmi uZzito¢na pri fyzikalnych tivahach. Lano si predstavme ako vel'mi
vel'a velmi malych trpaslikov, ktory sa drZia za ruky. Na krajného zvonku pdsobime silou F' a ten potom
taha toho vedlajsieho. KedZe trpaslikovia maji infinitizemalnu hmotnost, rozdiel medzi tymito silami
moze byt najviac infinitizemalny. Potom bude mat trpaslik nenulové zrychlenie a lano sa bude niekam
hybat. Ak by bola sila kone¢ne velkd, na velmi I'ahkom trpaslikovi by sposobila nekone¢né zrychlenie
a lano by prestalo byt lanom. To isté teraz plati pre kazdého jedného trpaslika. Ak teda lano nikam
nejde alebo sa pohybuje rovnomerne priamociaro, mdZzeme si ho predstavit ako sériu trpaslikov, ktori
kazdy na kazdého posobia silou F. Takto v lane vznika tahova silalg_gl Ak sa s lanom predsa len ¢osi
deje, tahova sila sa pozdlz lana meni. Ale ak sa lano nenatahuje, kazdy trpaslik méa rovnaké zrychlenie
a teda (infinitizemalne) rozdiely medzi pravou a lavou rukou kazdého trpaslika st rovnaké. No a na
konari budeme mat situaciu, kedy rozdiely medzi pravou a Tavou rukou budu aj v pripade, ked lano
stoji, ale buda kompenzované nejakou dalsou vonkajsou silou, ktora na trpaslikov pdsobi — trenim.

S touto pripravou sa podme pozriet, na jednotlivé elementy lana.

Zoberme ten, ktory je pod uhlom 6 a ma uhlova sirku df. Sily, ktoré na tento ktsok posobia vyzeraju
ako na obrazku. dF je zmena tahovej sily v lane na tomto kiisku. Chceme, aby sa lano nehybalo a teda
vysledné sila bola nulova. V doty¢nicovom smere to — uz zoberieme d1' = fdN ako hrani¢ny pripade
— da podmienku
db de
Fcos? + fdN = (F + dF) cos 5 (5.22)

¢o po rozvinuti do druhého radu v df vedie na

fdN = dF . (5.23)

55 Ak mate chut, moZete si rozmysliet, Ze to je vlastne limita C' — oo linearnej retiazky z Gasti za predpokladu,
Ze vonkajsie sily retiazku iba natahuji a nestlacaju.
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V kolmom smere mame

dN = (F +dF) sin%e +Fsin§ , (5.24a)
dN = Fdf (5.24D)

a dostavame IF 7
- = fdé = log (F1> =fB, (5.25)

kde § je uhol medzi koncami makroskopického kusu lana, na ktorom rozdiel sil poc¢itame. Ak spravime
polovicu otacky, potom 3 = 7 a pomer hmotnosti moze byt Fp/Fy = (e™)f ~ (23)7 ~ 2.5 pre f =0.3.
Dostali sme exponencidlny narast trecej sily s uhlom namotania lana. Toto je napriklad za fungo-

9 vve

vanim uzlov a okrem iného je dévodom, preco moze pri lezeni istit Tahsi ¢lovek tazsicho. |

Smykové trenie v dvoch rozmeroch. Medzi Smykovym a statickym trenim je dolezity rozdiel,
ktory v jednom rozmere nehral velka tlohu, ale v dvoch uz bude absolatne kltucovy. Statické trenie
dokaze posobit Tubovolnym smerom, §mykové len a iba proti smeru, ktorym sa povrchy vzhladom na
seba pohybuji. Ak méame teleso, ktoré stoji a v dvoch rozmeroch na neho pésobime podkritickou silou
z jedného smeru, ak zatla¢ime aj v kolmom smere pre dostatoéne malu silu sa teleso nezaéne hybat.
Ak je ale teleso v Smykovom reZime a zatla¢ime nan zboku, trecia sila v tomto smere nebude Ziadna a
teleso sa rozpohybuje do strany pod podsobenim Iubovolne velkej sily. Spominany gap vo vztahu medzi
silou a zrychlenim zmizol.

Tato nevinne vyzerajuca skutocnost mé d’alekosiahle dosledky. Ako najjednoduchsi priklad majme
na naklonenej rovine s takmer kritickym sklonom teleso. To sa zatial nikam nehybe. Ak do neho
ale Stuchneme v smere rovnobeznom s naklonenou rovinou, rozpohybuje sa smerom nadol. Pretoze
prechodom do Smykového rezimu sa vytratila schopnost trenia posobit v smere kolmo na pohyb, ¢o
je dole naklonenou rovinou. Takéto cosi sa stane vzdy, ked ¢osi rozpohybujeme v jednom smere a
snazime sa pohnut v kolmom. Bude to ovela jednoduchsie. D4 sa to vyskusat na prstenoch, sedlovkel@
zaseknutej v rdme bicykla, funguje to pri otvarani vinovych flias, poméha sa tak mamickam pri poérode.
A preto je nebezpeény Smyk.

Ked v aute prechadzame zakrutou, trenie vytvara dostredivi silu pre nas pohyb. Pripadne ak ste
z nejakého dovodu este stéle “team neinercidlne vztazné sustavy”, vyrovnava odstrediva silu. Tu je
dolezité to, ze kolesa auta nepreSmykuju a trecia sila medzi pneumatikami a cestou dokaze pdsobit
ktorymkolvek smerom. Ked sa ale kolesa zacni po ceste Smykat, trecia sila vie posobit len v smere
pohybu auta! Uz nebude vediet zatacat auto po zakrivenej drahe a to sa bude pohybovat tak, ako keby
bolo na Tade a bez trenia. A preto sa do 4ut montuje systém ABS, ktory tomu zabrafiuje — nech dupnete
na brzdu akokoI'vek silno, ak by sa kolesa chceli zacat preSmykovat, senzory to odhalia a brzdnu silu

ubern.

56Tak sa hovori tej rare, na ktorej je na bicykli namontované sedadlo. Ste si mysleli, Ze si z naro¢nym cyklistickym

zargénom robim srandu?
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Este par poznamok o treni. Prva je ta, Ze trenie je dolezité. Vd'aka nemu hraju husle — Specialne
vdaka rozdielu medzi kinetickym a statickym koeficientom trenia, vd'aka nim drzia na mieste skrutky,
klince, zipsy a podobne. A mnoho dalgieho, ked budete mat oéi otvorené, uréite najdete dolezité
dosledky trenia na kazdom kroku. Druhé je, Ze trenie je zdrojom kopy zlozitych problémov, aZ na Grovni
otvorenych otazok vo fyzike a matematike. Za jednu spomenme zrnité, alebo granulédrne, materiély.
To su latky, na ktoré sa nedé uplne pozerat ako na jednotlivé telesa, ale ani ako na spojité prostredie.
Napriklad piesok alebo lentilky. Presné spravanie takychto latok je na mikroskopickej tirovni do znacnej
miery diktované trenim medzi jednotlivymi zrnami, ale na beZnych Skalach sa na ne da pozerat ako
na prostredie podobné vode alebo vzduchu, ktoré vie tiect. Ale tecie velmi, velmi zvlastne, niekedy
dokonca vobec. No a Ze by sme tplne dokonale rozumeli tomu, ako dobre spravanie takéhoto nie¢oho

popisat, sa urc¢ite povedat neda.

Dalsie tlohy
Priklad 5.7 (Bowling.). Ako bude vyzerat pohyb gule, ktora sa naza¢iatku svojho pohybu pohybuje

iba posuvnym pohybom s vodorovnou rychlostou v? Ak4 bude posuvné a uhlovai rychlost gule, ked

prestane preSmykovat? O

RieSenie. Na gulu posobi trecia sila T' v mieste spojenia s podlahou, gul'a teda bude spomalovat so
zrychlenim

P (5.26)

m
Trecia sila bude gulu roztacat s uhlovym zrychlenim
RT RT 5T
0 = v 5.27
T T T Imr2 2mR (5.27)
Rychlost bodu vo vzdialenosti r od stredu gule v ¢ase ¢ bude potom
v =v —at + Retcos ¢ (5.28)

pricom uhol ¢ meriame od zvislice v smere pociatoéného pohybu. Gula prestane preSmykovat, ked
zastane jej spodny bod. To nastane v ¢ase 7

2mu
-
Z toho uz posuvnu a uhlovu rychlost gule zistime hravo. |

O=v—ar—Rer = 7= (5.29)

Priklad 5.8. Na obrazku je sustava dvoch telies rovnakej hmotnosti na voziku. Koeficient trenia

medzi oboma telesami a v8etkymi stenami vozika je f a moZete uvazovat rovnaky koeficient statického

B
O—O
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e Ak vozik stoji, s akym zrychlenim sa pohybuju telesa?

Navod. Na horné teleso poésobi tahova sila lana, trecia sila, tiazova sila a reakcia vozika. Na spodné teleso posobi
tahova sila a tiaZzova sila. Pre obe telesa si treba napisat pohybovi rovnicu a uvedomit si, Ze kvoli nenatiahnutel-
nosti lana musi byt tahova sila posobiaca na obe telesa rovnaké a obe telesd musia mat rovnaké zrychlenie. Potom

uZ len rovnice vyriesit. [

e Akym zrychlenim sa musi vozik pohybovat, aby vzhladom na neho boli obe telesa v pokoji?

Priklad 5.9. Zo zvislej steny visi sa $pagate dizky L = R gula s polomerom R a hmotnostou M.

1. V pripade, Ze medzi stenou a gulou nie je ziadne trenie, aky uhol bude v rovnovéaznej polohe

zvierat Spagét so stenou? Aka bude tahovéa sila v lane?

2. V pripade, Ze medzi stenou a gulou je trenie, charakterizované koeficientom statického trenia fg,

aké uhly moze Spagat so stenou zvierat, ak je gula v rovnovahe?
O

Priklad 5.10. Fyzika je predsa len experimentélne veda, takze budeme mat eSte jeden experimentalny

priklad. Vasou tlohou bude
e overit, Ze trecia sila nezéavisi od velkosti sty¢nej plochy medzi povrchmi,
e overit, Ze trecia sila zavisi priamo timerne od normalovej sily a
e odmerat koeficient trenia medzi dvomi réznymi dvojicami povrchov.

Presnt metodu experimentu nechdm na vas, ale ako navod moze slazit priklad o telese na naklonenej

rovine z prednésky. O

Priklad 5.11. Puk tvaru valca s polomerom R a hmotnostou M rozto¢ime na uhlova rychlost w,
poloZzime na Tad a pustime dopredu rychlostou v. Ak je medzi l'adom a pukom kinetické trenie s

koeficientom fg, za aky ¢as sa puk prestane otacat a za aky ¢as sa prestane pohybovat? O

Priklad 5.12. Majme kvadrik o Stvorcovou postavou s hranou a a vyskou b, poloZeny na vodorovnej
podlozke. Medzi materidlom kvadrika a podlozky je trenie s koeficientom f. Vo vyske z < b pdsobime na
kvadrik vodorovnou silou F'. S kvadrikom sa mozu zacat diat tri rozne veci: ni¢, postivanie, prevalovanie
okolo hrany. Za akych podmienok dojde ku kazdej z tychto moznosti? Co ak kvadrik netlacime, ale
tahame? O
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6 Specialna teodria relativity

Special relativity is not hard to understand. It

is hard to believe.

CHARLES F. STEVENS — Six CORE THEORIES
OF MODERN PHYSICS

6.1 TUvod - histéria a zaklady

A7 do tohto momentu sme sa zaoberali désledkami Newtonovych pohybovych zakonov. Mali sme nejaky
konkrétny fyzikdlny systém, na ktory posobila nejaka konkrétna sila F'. A naSim cielom bolo popisat,
ako sa tento systém bude z nejakej konkrétnej pociato¢nej konfiguracie vyvijat v Case.

A videli sme, Ze veci funguja velmi dobre. Dokézali sme vysvetlit pestru paletu efektov a popisat
Siroku 8kalu problémov. Podl'a tychto zakonov sa stavaji mosty, veci (a [udia) letia do vesmiru a voda
sa (ne)otaca v zachode. Cas viak ukazal, Ze vietko nie je a7 také ruzové a Ze mechanika tak ako sme
sa ju ucili nefunguje. V tejto casti si vysvetlime, ze nefunguje ked sa veci buda hybat prili§ rychlo (a
vysvetlime si aj, ¢o to presne znamena).

Co sa tym mysli ale nie je to, Ze existuje nejaké hrani¢né rychlost, do ktorej plati klasickd mechanika
a po ktorej plati Specialna relativita. Klasickd mechanika neplati vébec, nikdy ... len pre malé rychlosti
je rozdiel medzi fiou a skuto¢nostou nemeratelne maly. Ale keby sme boli nekoneéne presni, dokdzeme
néjst rozdiel medzi klasickou mechanikou a skuto¢nostou aj v autobuse.

Ako uvidime, toto bude mat d'alekosiahle dosledky. UkazZe sa, Ze budeme musiet dat zbohom nasej
intuicii a ze skuto¢ny svet je velmi iny. Tak ako hovori motto tejto ¢asti. Nebude tazké pochopit a
uchopit tvrdenia a désledky Specidlnej relativity. Bude tazké prijat ich a uznat, Ze svet je proste divny

a my sme si to jednoducho nevsimli.

6.1.1 Struc¢na historia (rychlosti) svetla

Pribeh $pecialnej relativity je pribehom svetla, aj ked neskor uvidime, Ze svetlo sa tu objavuje viac
menej ndhodou. Jeho “svetlovost” nie je kltidovou vlastnostou a iné vlastnost svetla je rozhodujuca.
Zacneme vSak na zaciatku, v sedemnastom storoc¢i. Ludia uvazovali o tom, ako rychlo sa &iri svetlo uz
predtym, avSak experimentalne moznosti povolili meranie rychlosti svetla az vtedy.

Prvé merania rychlosti svetla urobil dan Ole Christensen Rgmer v roku 1676. Vyuzil na to zédkryty
Jupiterovho mesiaca lo. Tie trvaju rézne dlho podla toho, ¢ sa Zem pocas zakrytu pohybuje smerom k
Jupiteru alebo prec¢. Za ¢as, kym je mesiac za planétou sa vtedy Zem bud priblizi alebo vzdiali a teda
zdkryt — to, ako dlho vidi pozorovatel na Zemi mesiac ukryty za Jupiterom — trvéi o Cosi kratsie alebo
o ¢osi dlhsie. Z rozdielu tychto ¢asov dopocital Christiaan Huygens rychlost svetla ako 220000 km/s.
Rokmi sa potom merania spresiiovali, vyuZzivali sa ¢im dalej tym sofistikovanejsie metdédy — napriklad
s rotujicimi zrkadlami — a v roku 1862 odmeral tuto rychlost Foucault ako 298 000 km/s.

Na tplne inom fronte v rokoch 1860-1865 James Clerk Maxwell vypracoval teériu elektromagnetic-

kého pola. Z jeho rovnic vyplyvalo, ze elektrické a magnetické pole sa navzajom ovplyviiuji a jedno z
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moznych rieSeni rovnic je postupnéa elektromagneticka vlna, pri ktorej zmena elektrického pola vytvori
magnetické pole, ktoré vytvori elektrické pole a takto sa vzruch siri priestororﬂ Maxwell vypocital
rychlost &irenia tychto vin a zostal velmi prekvapeny, ked mu vyslo prakticky rovnaké ¢islo, ako bola
hodnota znama pre rychlost svetla. Neostavalo mu ni¢ iné, ako vyhlasit svetlo za elektromagneticki
vilnu.

Tu ale prichddza dolezity zvrat! V prvom rade maxwellove rovnice elektromagnetizmu nemaji
potrebni symetriu. V stojacej ststave a v sustave, ktord sa vzhladom na fiu pohybuje rovnomerne
priamodiaro, vyzeraja rozne. To je v rozpore so symetriami Newtonovych rovnic mechaniky a znamené
to, Ze by sa malo dat na zaklade (ne)platnosti maxwellovych rovnic zistit, ¢i sa dana sustava pohybuje
alebo je v pokoji. Mechanikou sa neda absolutny pokoj definovat, iba relativny, ale zdalo sa, Ze ma-
xwellove rovnice by mohli definovat ststavu, ktora stoji v absolutnom zmysle. To by bola ta, kde by
maxwellove rovnice platili bez kompromisov. Inak povedané mechanické pokusy nevedia povedat, ¢i sa
V&S vagon hybe alebo stoji bez pozerania von oknom, optické pokusy by to ale mali vediet.

S tym ide druhy aspekt. Ak je svetlo vlnenie, "nie¢o” by sa malo pri jeho Sireni vlnit. Koncom
devétnasteho storodia si Tudia za kazdym vinenim predstavovali nejaké médium. Prislo sa teda velmi
prirodzene s tedriou, ze priestor je spojito vyplneny latkou zvanou éter, ktora sice s ni¢im neinteraguje,
ale je médiom pre elektromagnetické polia a jej vlnenie sa prejavuje ako Sirenie svetla (nie¢o ako vzduch
a zvuk). To ale zasadne menilo fyziku, pretoze ako bolo povedané optickymi experimentami by sa malo
dat zistit, ¢i sa dana sustava vzhladom na éter pohybuje, alebo nie. Stustava, kde je éter v pokoji by
bola tou stojacou ststavou, v ktorej platia maxwellove rovnice a vzhladom na ktort sa da definovat
pohyb aj absolttne.

Ludia sa samozrejme rychlo pustili do hl'adania rychlosti Zeme vzhladom na takito stustavu. Mi-
chelson a Morley navrhli a v roku 1887 aj spravili experiment, v ktorom v réznych ¢asoch roka merali
rychlost $irenia svetla v dvoch na seba kolmych smeroch. Na velké prekvapenie vSetkych sa zistilo,
Ze sa ni¢ nemeni (toto je asi najslavnejsi experiment s "negativnym” vysledkom) a rychlost svetla je
rovnakéa bez ohladu na to, v ktorom ro¢nom obdobi a kam sa pohybujeme.

S rieSenim tohto problému prisiel Hendrik Lorentz — za predpokladu, Ze pohyb veci v étery spdsobi
ich kontrakciu. A nasiel transformécie medzi pohybujicou sa stistavou a éterovou sutavou, ktora by
tento problém vyrieSila. Okrem toho ukézal, ze maxwellove rovnice st invariantné vodi tymto trans-
formacidm a teda maju rovnaky tvar v stojacej sustave, aj v stustave do ktorej sa dostaneme pomocou
nich. Vyzeralo to teda tak, Ze cela priroda je spravena sposobom, Ze veci medzi sebou konspiruji a
skuto¢ny pohybovy stav ststavy vzhladom na éterova sastavu je sofistikovanymn sposob ukryty a
nemozno ho nijak odhalit.

Na to prisiel v roku 1905 najslavnejsi patentovy tradnik v8etkych cias, zobral vSetky tieto kusky
dohromady a prehlésil jednu s najdoélezitejsich myslienok vo fyzike vobec — ni¢ ako éter neexistuje. Na-
miesto toho Lorentzove transformécie sa tie skuto¢né transforméacie medzi pohybujtcimi sa ststavami.
V rozpore Newtona a Maxwella dal za pravdu Maxwellovi. Ukazal, Ze toto sa da formulovat aj inak —
rychlost svetla tak, ako ju nameria nezrychlujici pozorovatel je rovnaka bez ohladu na jeho rychlost.

A 7 toho vznikne Specialna relativita tak, ako o nej budeme rozpravat. Je dobré mat na pamaét, Ze

57Poriadnejsie sa na to pozrieme v dalsom semestri.
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Specidlna relativita je vlastne nadstavba nad Newtonovskou mechanikou a v nejakom zmysle by sa jej
mohlo hovorit Einsteinovska mechanika.

Tento pribeh je pou¢ény aj z iného hladiska. Bola stard, dobre fungujica tedria na popis sveta.
Postupne sa v nej zacali objavovat problémy a medzery, ktoré sa stara skola (Lorentz, Poincaré, atd)
snazila zaplatat a pri tom prisli na velmi vela velmi uzito¢nych myslienok a vysledkov. Ale v svojom
rozmyslani sa nedokazali oslobodit od zakorenenych predpokladov starej teérie. Az kym neprisiel mlady
¢lovek, ktory sa na veci dokézal pozriet tplne inak a z existujucich kuskov poskladal nova teériu. Je
zaujimavé, Ze Cosi podobné sa v opacnom garde stalo neskor v Zivote aj samotnému Einsteinovi.

Moderna hodnota rychlosti svetla je
c=299792458m/s ~ 3 x 1085m/s . (6.1)

Toto je presna hodnota. PretoZe tak st definované jednotky meter a sekunda. Toto ¢&islo je velmi,
ale velmi velké v porovnani s akymikolvek rychlostami, s ktorymi prichddzame beZzne do kontaktu, a
preto su efekty Specidlnej relativity velmi malé. Oproti klasickej mechanike su relativistické korekcie

Standardne radu v?/c?. Ale k tomu vetkému sa postupne dostaneme.

6.1.2 Zakladné postulaty Speciilnej tebrie relativity

V modernej dobe je Specialna teodria relativity definované tymito dvomi zakladnymi postulédtmi

1. Nijakym fyzikdlnym experimentom sa nedé prist na to, ¢i sa stustava nachédza v pokoji alebo sa

pohybuje rovnomerne priamodciaro.

2. Rychlost svetla namerana I'ubovolnym inercidlnym pozorovatelom je rovnaki bez ohladu na

rychlost pozorovatela a rychlost zdroja.

Prvému postulatu sa hovori Poincareho princip relativity. KIacové tu je slovo "nijakym fyzikalnym
.., ktoré ho odlisuje od Galileiho principu relativity "nijakym mechanickym ...”. V istom zmysle z
neho vyplyva druhy postulét, pretoze ak meriam rychlost svetla v jednej a v druhej sistave a vysla by
mi ind tak viem zistit, ktora sa hybe a ktora nie. Ako uvidime, z tychto postulidtov sa da odvodit, Ze
skuto¢né transformécie medzi pohybujtcimi sa ststavami si Lorentzove a nie Galileiho a Ze mechanika
musi vyzerat inak ako hovori Newton. Napriklad skladanie rychlosti bude robit nieco iné ako (4.4).
Napriek tomu je dobré druhy postuldt mat a zdéraznit, Ze svetlo nemé Ziadne médium, v ktorom by
sa pohybovalo.

Na druhy postulat sa da pozerat eSte trochu inou logikou, respektive v inej verzii. Hovori, Ze
fyzikdlne zakony prichéadzaju s istou konec¢nou fundamentalnou rychlost’oum ktoré je univerzilnou
vlastnostou pravidiel prirody a Ze je v kazdej siistave rovnaké. A Ze okrem inych veci sa touto rychlostou
pohybuje aj svetlo.

Skor ako sa pustime do matematického opisu Specialnej relativity, postulatov a ich dosledkov,

pozrieme sa na celt tito situédciu jazykom, ktorému rozumeju aj zakladoskolaci. Obrazky!

58 Ako uvidime, v pripade nekone¢nej hodnoty by sme dostali klasicki mechaniku v plnej krasne.

158



6.2 Obrazkova Speciilna relativita

V tejto ¢asti budeme hovorit o Specidlnej teorii relativity v jazyku, ktory je pristupny komukolvek,

kto vie kreslit ¢iary, robit rovnobezky a pozna podobnost trojuholnikov. Bez toho aby sme napisali

jedint rovnicu budeme schopni odvodit velki ast zakladov a dosledkov tejto teorie. Naroc¢nost nie je

v technickom prevedeni, ale v uchopeni zakladnych myslienok. A v uvereni im.

6.2.1 Casopriestorové diagramy

Nadpis mozno znie hrozivo, ale Ziadny strach,
vSetko sa rychlo a jednoducho vyjasni. Hrozivo
moze vyzerat aj to, ze tato Cast je v dvoch stlp-
coch. To len aby sa pri vela obrazkoch Setrilo
miesto.

Vgetko budeme robit v jednom priestorovom
rozmere, ktory budeme oznacovat x a k tomu bu-
deme mat jeden Cas t. VSetko zaujimavé bude vi-
diet aj v jednorozmernom pripade a plnohodnotny
3+ 1 rozmerny svet by sa na dvojrozmerny papier
kreslil tazko.

Nakreslime si obrézok, kde na vodorovni os
budeme nanasat suradnicu x a na zvisla ¢as t. Toto
je naopak, ako sme doteraz boli zvyknuti. Co je ale
dolezitejsie, logika tychto obrazkov bude ina. Do-
teraz bolo treba ¢itat podobné grafy tak, Ze cas
plynul a pozerali sme sa na nejaka zavislost sa-
radnice z(t). Obrazkom akoby prechédzala ¢asova
priamka a pozerali sme sa, kde v danom ¢ase bola
poloha telesa. Tu to bude inak a na cely diagram
sa budeme pozerat ako na plnohodnotny dvojroz-

merny priestor.

Y

Takto teda vyzerd jednoduchy ¢asopriestorovy
diagram. Na vodorovnej osi je siiradnica, na zvislej
je ¢as. Bod P reprezentuje suradnice (z,t), teda ze

sa v Case t Cosi odohralo v mieste x.

Majme v mieste xg nejaké teleso, ktoré tam
stoji. Ako bude vyzerat toto teleso a to o sa s
nim deje v naSom diagrame? No udalostou bude
to, ze v roznych casoch ¢t bude toto teleso stale v
mieste g, takZe to ¢o po telese v diagrame ostane
je zvisla priamka. O tejto Giare, ktora opiSe teleso
v Gasopriestorovom diagrame, budeme hovorit ako
o svetociare.

Majme teraz iného pozorovatela, ktory sa hybe
nejakou rychlostou v, jeho poloha sa bude menit
a svetocCiarou bude priamka, ktora nebude zvisla.
Nie je tazké rozmysliet si, Ze to bude naklonena
priamka a ze z uhla medzi zvislou (=¢asovou) osou
a touto Clarou sa bude dat zistit rychlost telesa.
Cim védsia rychlost, tym vacsi uhol a zistime, i
v = tan a. Na obrazku potom svetociary stojaceho

a pohybujuceho pozorovatela vyzeraju takto

59Tato rovnica vyzera velmi divne po rozmerovej stranke, nie?
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Treba si eSte rozmysliet, ¢o znamenda Ciara,
ktora je v nejakom ¢Case g rovnobezna s priestoro-
vou osou. Je to svetociara telesa, ktoré sa hybe ne-
kone¢nou rychlostou, tj. telesa ktorého ,,udalosti*
vyzametaji v danom case cely priestor. Této Ciara
preto reprezentuje cely nas "vesmir” v danom case.

Predtym, ako sa pustime d'alej, spravime Stan-
dardnt vec a to zmenime zvisld os z ¢ na ct.
To "len” preskalujeme cCas, ktory teraz meriame
vo 7svetelnych metroch” a zmen{ sa tym to, Ze
tana = v/c a teda rychlosti sa meraju v jednot-
kéach rychlosti svetla c. Ale kvalitativne bude platit
vSetko, ¢o sme doteraz povedali.

Posledna zakladné ingrediencia, ktori si potre-
bujeme vyjasnit, je ako vyzera v diagrame pohyb
svetla. To sa hybe rychlostou ¢, takze jeho sveto-
Glary budu priamky so sklonom 1. No a kedZe sve-
telné svetoc¢iary buda mat velmi velky vyznam,

budeme ich znacit inak, preruSsovanou ¢iarou.

A

Y,
A
\J

6.2.2 Meranie vzdialenosti a rychlosti,
zmena vztaZnej sustavy a konstan-

tnost ¢

Majme teraz dvoch pozorovatelov, ktory si od
seba vzdialeny d a v tejto vztaznej sistave stoja. V
d'alsom budeme pojmy ststava a Casopriestorovy
diagram celkom volne zamienat, snad sa z toho
bude dat vysomarit. Ako zisti prvy pozorovatel,
ako daleko od neho je ten druhy? Napriklad to

moZe spravit takto: posle druhému fotén, ten mu

ho posle naspat, prvy si zmeria ¢as, za ktory sa
vratil fotén, no a v polovici tohto ¢asu bol foton

pri druhom pozorovatelovi.

A

c(2d/c) P

\J

a tak ako to mame nakreslené je toto vzdialenost,
lebo d = T = (ct)/2.

Majme teraz dvoch pozorovatelov, ktori sa v
Gase ¢t = 0 na tom istom mieste, a tam zvolme po-
¢latok. Jeden nech sa pohybuje rychlostou v. Ako
prvy pozorovatel odmeria rychlost druhého? Po-
dobne, ako predtym. V nejakom Case mu posle fo-
ton a zahraju sa tu istd hru. Ako sme povedali,
rychlost je spojend s tangensom uhla a z obréazka

by mohlo byt jasné, ze v/c =d/cT.

A

\

Posielanie fotonov je teda uZitocné, nedala by
sa ale ta ista4 vec dosiahnut aj jednoduchgie? A
priamo v diagrame? Naviac ak by sme chceli urcit
¢osi ako rychlost svetla, s tymto uz budeme kratky:.
Na to funguje tato finta trochu inak. V nejakom
Case ct si pozorovatel najde ¢iaru, zodpovedajicu

vesmiru v jeho vztaZznej ststave, pozrie sa kde tato
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Giara pretla svetociaru toho, ¢o sa snaZzi zmerat
a pozrie sa, v akej vzdialenosti od neho tato vec
bola v tom case. To spravi tak, ze urobi rovno-
bezku so svojou (!!!) svetociarou, ktoré prechadza
cez toto miesto. Rychlost potom najde ako pomer
tohto Casu a tejto vzdialenosti. Z obrazka sme asi

mudrejsi.

\/

V tejto metdde boli klucové slova rovnobeZznost a
Casova a priestorova os.

Dostavame sa teraz ku hlavnej otézke celej
tejto casti. Ak mame dvoch pozorovatelov, ako vy-
zeraju takéto machinacie — ¢asove a priestorové osi,
robenie rovnobeziek a meranie rychlosti — jedného
pozorovatela v diagrame toho druhého? Specialne
zoberme takuto situdciu. Jeden pozorovatel stoji,
druhy sa hybe rychlostou v. Druhy pozorovatel
teraz meria rychlost svetla — spravi rovnobezku so
svojou priestorovou osou, tam kde pretne sveto-
Ciaru svetelného signalu spravi rovnobezku s ¢aso-
vou osou a porovné dve vzdialenosti, ktoré takto
dostal na svojich osiach. Ako tento proces vyzerd v
diagrame prvého pozorovatela? Kde je v diagrame
prvého ¢asovéa os druhého je jasné, to je jeho sve-
tociara. Ale kde je jeho priestorova os?

To nam urcuje druhy postulat. T4 musi byt
tak, aby vysledok pre rychlost svetla z tohto po-
stupu druhého pozorovatela bol rovnaky! Trochu
si to treba rozmysliet, ale nemuselo by byt az také

tazké dopracovat sa k tomuto vysledku. Na to,

aby druhy pozorovatel nameral rovnaki rychlost
svetla ako prvy pozorovatel, musi sa priestorova
os druhého v diagrame prvého naklonit o rovnaky

uhol, ako ¢asova. Takto:

Toto je najdodlezitejsia tvaha celej tejto Casti a z
nej bude vsetko vyplyvat. Je dobré pamétat si, Ze
toto je presne miesto, kde sme do celého procesu
vlozili konStantnost rychlosti svetla. A mozete si
rozmysliet, ako by to celé vyzeralo v pripade, Ze

by platila klasickd mechanika.

Je zaujimavé, Ze k tomu istému vysledku sme
sa mohli dostat aj bez svetla, ¢isto z prvého pos-
tulatu. To je konzistentné s tym, ze druhy postu-
lat je sém o sebe dosledkom prvého a pre nas je
viac menej iba zdoraznenim noviniek, s ktorymi sa
stretavame. Postup je takyto. Majme stojaceho a
pohybujticeho sa pozorovatela. Uz sme videli, ako
stojaci odmeria rychlost pohybujiceho. Na cela
tato situéciu sa ale mdzeme pozriet pohladom dru-
hého pozorovatela. V nej sa prvy pozorovatel hybe
rychlostou —v a jeho svetodiara je naklonena o
rovnaky uhol opaénym smerom. Ako vyzera mera-
nie rychlosti prvym pozorovatelom v sistave dru-
hého? No opéat rovnobezka s ¢asovou, rovnobezka
s priestorovou, priesecniky, pomery. Opét ale ten
isty problém, kadial ide v stustave druhého pozoro-
vatela priestorova os prvého? Posunie sa o nejaky
uhol 8.
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Tento uhol ale musi byt taky, Ze vysledkom ce-
lého toho procesu je opét rychlost v. Ak by to
tak nebolo, nasli sme jednoduchy fyzikalny expe-
riment, ktory vie rozligit medzi statim a poko-
jom, resp. ktorého vysledok je asymetricky medzi
pozorovatelmi. To sa ale kvoli prvému postulatu
nemoze dat. Ak mé byt teda na obrazku pomer
d/cT rovny tan a, z podobnosti trojuholnikov do-
stavame [ = «. Z toho potom vyplyva aj to, ze v
kazdej sustave je rychlost svetla rovnaka!

Jednym alebo druhym sposobom sme zistili, Ze
v naSom Casopriestorovom diagrame sa svetociara
pozorovatela, ktory sa vzhladom na nas pohybuje
— a.k.a. jeho ¢asova os — nakloni o uhol spojeny
s rychlostou a ¢iara vesmiru pozorovatela — a.k.a.
jeho priestorovi os — sa nakloni opaénym smerom
o ten isty uhol. Vsimnite si ako svetocdiara sve-
telného lica zostava presne medzi tymito dvoma

priamkami v lubovolnej sustave.

Priklad 6.1. Majme opat dvoch pozorovatelov,
jeden stojaci druhy sa hybe rychlostou v. Obaja
pozoruju dva lice svetla idtice opaé¢nym smerom.
Prvy nameria pre oba celkom trividlne ta ista
rychlost. Ze druhy nameria rychlost ¢ pre la¢ iduci
doprava sme ukézali vysSie. Aku rychlost name-
ria pohybujtci sa pozorovatel pre la¢ iduaci do-

lava?

RieSenie. Z nasledujiiceho obrazku by mohlo byt
jasné, ze pre uhly plati ACB=CBA =45+« a
ADB = ABD =45 — «

.
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a Ze aj v tejto sustave prejdua oba lace za rovnaky

¢as BA rovnaku vzdialenost. [ |

Zrekapitulujme si, k ¢omu sme v tejto ¢asti do-

speli.

e V Casopriestorovych diagramoch si kazdy po-
zorovatel nesie dve dolezité ¢iary — svoju sve-
todiaru a Ciaru jeho vesmiru, ktoré st caso-

vou a priestorovou osou jeho diagramu.

e Tieto dve ¢iary maju vzdy svetodiaru svetel-

ného luca presne medzi sebou.

e Ako vyzeraju ¢lary jedného pozorovatela v
diagrame druhého zistime na zaklade tohto a
na zéklade toho, Ze svetociara pohybujtceho

sa telesa je v sustave stojaceho naklonena.

e Cas, kedy sa udiala udalost meriame tak, ze
spravime cez tuto udalost rovnobezku s ves-
mirnou ¢iarou a pozrieme sa, aky dlhy tsek

to vytalo na svetodiare.

e Polohu udalosti meriame tak, ze spravime
rovnobezku so svetoliarou a pozrieme sa,

aky velky tsek to vytalo na vesmirnej ¢iare.

e Rychlosti meriame pomerom vzdialenosti a

casu.

Mohla vam napadnut otazka, ¢o sa deje ak sa
¢osi pohybuje rychlejsie ako svetlo. Zatial bude
platit vSetko, ¢o sme napisali a ¢oskoro uvidime
aké to bude mat dosledky. Respektive aké by to
malo désledky.
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6.2.3 Relativnost sticasnosti a kauzalita

Toto je najdolezitejSia Cast celej relativity. D4 sa
povedat, ze vSetky paradoxy, ktoré sa v relativite
objavuju st dosledkom toho, Ze sucasnost dvoch
udalosti je relativny pojem — zavisi od pozorova-
tela a neda sa zadefinovat univerzalne pre vsetky

stustavy a udalosti rovnako.

Priklad 6.2. Majme dve udalosti, ktoré sa v na-
Sej ststave udiali v tom istom c¢ase — tj. lezia na tej
istej vesmirnej Giare. V akom poradi nastanu pre
pozorovatela, ktory sa v naSej sustave pohybuje
doprava? A ¢o pre pozorovatela, ktory sa hybe do-
Tava? O

RieSenie. Ked si poriadne nakreslime diagram,
oznacime udalosti, spravime rovnobezky s priesto-
rovou osou pohybujiceho sa pozorovatela a od¢i-
tame Casy zistime, Ze pre pozorovatela pohybuju-
ceho sa doprava nastane skor udalost, ktora sa od

nas odohrala dalej.

A pre dolavého pozorovatela naopak. Vidime, Ze
¢im rychlejsie sa pozorovatel hybe tym vacsi roz-

diel medzi udalostami nameria. [ |

O udalostiach teda nema zmysel hovorit ako o
absolutne sucasnych, lebo st pozorovatelia, ktory
veci vidia inak. Respektive mozu vidiet veci inak,
¢oskoro uvidime, Ze za akych podmienok to je

mozné.

Priklad 6.3. Majme dve udalosti, ktoré v nasej
stustave nastali na tom istom mieste v réznych ca-
soch. Na akom mieste nastant udalosti pre po-
hybujaceho sa pozorovatela? MoZze pozorovatel,
ktory sa pohybuje pomalsie ako svetlo vidiet tieto

udalosti v opatnom poradi? O

Riesenie. Opét plati, Ze jeden obrazok je lepsi

ako tisic slov.

Z obrazku by malo byt jasné, Ze ich poradie
sa neprehodi pre nikoho, kto ide pomalsie ako
svetlo. ]

Udalosti, ktoré nastali na tom istom mieste
vidi kazdy pozorovatel, pohybujici sa pomalSie
ako svetlo v tom istom poradi. Nie je ale tazké
rozmysliet si, Ze ak sa pozorovatel pohybuje rych-
lejsie ako svetlo — a teda jeho ¢asova a priestorova
os sa vymenia, nakol’ko a > 45° — niektoré udalosti
uz poradie vymenené budu mat. Pripadne naopak,
pre Tubovolné dve udalosti, ktoré v nejakej stistave
nastali na tom istom mieste, existuje (dostato¢ne
rychly) pozorovatel, ktory ich uvidi nastat v opac-
nom poradi.

No a to je problém. Pre¢o? Lebo udalosti, ktoré
nastali na tom istom mieste (v nejakej sistave)
moZu medzi sebou kauzalne sivisiet. To znamené,
Ze neskorsia je dosledkom skorsej a bez nej by ne-
nastala. V literattre sa Casto piSe o zapaleni zapal-
nej Snary a vybuchu bomby, ak ste pacifistickejsie

naladeni, moZete si predstavit zasadenie semiacka
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a rozkvitnutie kvetiny. Alebo ¢okol'vek medzi tym.
Pozorovatelia, ktori by sa pohybovali rychlejsie ako
svetlo tuto kauzalnu struktiaru vo svete narusuju.
Ak teda verime, Ze ¢osi ako pri¢ina a dosledok exis-
tuje — na ¢om je viac menej zaloZzené celd fyzika
s konceptom pociatoénych podmienok a ¢asového
vyvoja — neostava nam ni¢ iné ako pozorovatelov
rychlejsich ako svetlo zakézat.

To ale zatial neznamen4, Ze sa ni¢ nemoze po-
hybovat rychlejsie ako svetlo, ale iba to, Ze ta-
kymto veciam nevieme priradit Statit pozorova-
tela a rozumnu fyzikalnu sustavu. To sme ale uz
vlastne raz aj spravili. Ked si to rozmyslite, fotony
ako Castice svetla tiez nemaja dobri pokojovii si-
stavu. Pre ne sa ¢asové a priestorova os zlievaji do-
hromady a nevedia teda dobre merat vzdialenosti
a Casy. Preco by to mal byt problém pre rychlejsie

¢astice? Uvidime v d'alsej tlohe.

Priklad 6.4 (Tachyony). Tachyony su fiktivne
Castice, ktoré sa hybu rychlejsie ako svetlo. Ukazte,
7e ak stojaci pozorovatel posiela pohybujicemu sa
pozorovatelovi tachyon, ten ho (vo svojej ststave)

prijme skor, ako mu bol vyslany. O

RieSenie. Majme dvoch pozorovatelov, stojaceho
a pohybujaceho sa. V stistave prvého nastane na
jeho mieste nejaka udalost P a vtedy tieZ prvy po-
zorovatel posle k druhému tachyon. Celé to vyzera

nasledovne.

£y tachyon

Vidime, Ze prijatie tachyonu nastalo pre druhého

pozorovatel'a skor, ako udalost P. Pozorovatelia sa

teda mohli dohodnut, Ze podl'a vysledku tejto uda-
losti prvy posle alebo neposle druhému tachyon.
Druhy by potom na zéklade toho mohol spravit
rozhodnutie zaloZené na vysledku udalosti P skor,
ako tato udalost (pre neho) nastala. To je zas a
znova, v rozpore s kauzalitou a tak kauzalnu struk-
taru naruSuje ¢okolvek, ¢o by sa dokazalo hybat
rychlejsie ako svetlo bez ohladu na to, ¢i tachy-
onom vieme priradit rozumni pokojova sustavu.
7 obrazku si skiste rozmysliet, ako rychlo sa
pre dant rychlost druhého pozorovatela musi ta-

chyon pohybovat, aby kauzalitu narusoval. |

Priklad 6.5 (Buduci a minuly svetelny kuzel).
Majme udalost P. Ako vyzeraju vSetky udalosti,
ktoré moze tato udalost v budtcnosti ovplyvnit
(tj. Ziadny povoleny pozorovatel ich nemoze vidiet
v opacnom poradi)? Ako vyzeraju vietky udalosti,

ktoré naopak mohli ovplyvnit P? O

RieSenie. Budu to také udalosti, ktoré pre neja-
kého pozorovatela nastani na tom istom mieste.
Musia teda lezat na svetodiare nejakého pozoro-
vatela ktora prechadza touto udalostou a tie vy-
pliaju cely priestor medzi jednym a druhym sve-
telnym lac¢om. Tomuto priestoru sa hovori budici

svetelny kuzel.

Nachadzaji sa v iom vSetky udalosti, pre ktoré
principidlne moze byt P pri¢ina. Naopak v mi-
nulom svetelnom kuZzeli st vSetky udalosti, ktoré

mozu mat ambiciu nejakym spésobom P ovplyv-
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nit. Od vSetkého ¢o sa deje mimo tychto dvoch

priestorov je P tplne nezavisla. |

Pre povolenych pozorovatelov nastant uda-
losti, ktoré lezia vo svojich svetelnych kuZeloch,
vzdy v tom istom poradi. A existuje sustava, kde
nastali na tom istom mieste. Naopak, pre uda-
losti mimo svetelného kuZela existuji pozorova-
telia, pre ktorych nastand v jednom aj v druhom
poradi a Specialne existuje stistava, kde nastant v
tom istom case.

Nasledujici priklad sa nachadza pravdepo-
dobne v kazdom texte o Specidlnej relativite. A

ten nas nemoze byt vynimkou.

Priklad 6.6 (Najstandardnejsi STR priklad na
svete). Majme vagon, ktory sa po nastupisti pohy-
buje rychlostou v. V strede vagéonu sa v ¢ase t =0
zapne lampa a vysle dopredu aj dozadu svetelny
signal. V akom poradi dorazia svetelné signaly na

zodpovedajuci koniec vagéna v stustave spojenej s
e vagonom,
e nastupistom,
e vlakom, ktory prave nas vagén predbieha?
O

RieSenie. Tu bude najtazsie vysvetlit, ¢o zname-
naju ¢iary na zodpovedajicom Casopriestorovom

diagrame.

Cierne osy st Casova a priestorova os pozorovatela
stojaceho vo vagéne. Cierne zvislé Ciary s sveto-
¢iary predného a zadného konca vagona. Cervené
osy s osami v sdstave spojenej s nastupistom,
zelené osi st osami sustavy spojenej s rychlejsim
vlakom. Ciarkované ¢iary si zodpovedajice rov-
nobezky a ¢erne bodky st miesta, kde méZeme
od¢itat ¢as, v ktorom v danej stistave nastali uda-
losti Py a P,. Potom je uz l'ahko vidiet, Ze svetelné
lace ku koncom vagédna dorazili v ststave spojenej
s vagobnom naraz, v sustave spojenej s nastupis-
tom dorazil lu¢ najskor k zadnej stene vlaku (lebo
t4 mu isla naproti v tejto sustave) a pre pozorova-
tela v prebiehajicom vlaku najskor dorazilo svetlo
k prednej stene vlaku.

Nakreslime si ta istu situdciu z pohladu ¢lo-

veka na stanici.

Vieme, Ze v ststave spojenej s vagonom (Cierne
osy) musia udalosti P, a P; nastat naraz. To zna-
mena, ze priamka ktora ich spaja musi z vodorov-
nou osou zvierat uhol a. Toto je ale &isto geomet-
rické tvrdenie: majme dve priamky pq, po, ktoré st
na seba kolmé a dve priamky, ktoré st osami ich
uhlov; zoberme dvojicu priamok ¢; a qo, ktoré s
p1 obe zvieraju rovnaky uhol 5 a od priesecnika
p1 a pg pretinaji p; v rovnakej vzdialenosti; ak
oznacime priesecniky ¢; so zodpovedajicimi osami
ako P;, ukazte, ze priamka P; P, zviera s p; uhol
90° — (5. Z toho, ze geometrickd tloha je vlastne
opisom merania ¢asov v sustave spojenej s vago-

nom tak, ako sa na to pozera ¢lovek na stanici, a
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z toho, ze vo vagone nastali P; a P, naraz vieme,

7e tvrdenie musi platit. |

Priklad 6.7 (Relativistické skladanie rychlosti.).
UZ sme spomenuli, Ze skladanie rychlosti bude
v §pecialnej relativite nutne fungovat divne. Ako
teda? Majme troch pozorovatelov, jedného v po-
koji a dvoch ktori od neho bezia rovnakou rych-
lostou opac¢nym smerom. Aku rychlost nameria
v tejto sustave pre pozorovatela, ktory sa pohy-
buje dolava, pozorovatel, ktory sa pohybuje do-

prava? O

Riesenie. Najskor obrazok.

A . 4

7 podobnosti trojuholnikov ABD a ACE vidime,
7e pre doprava sa pohybujiceho pozorovatela je
vzdialenost, ktoru presiel dolava sa pohybujici po-
zorovatel, mensia ako dvojnasobok vzdialenosti,
ktora presiel stojaci pozorovatel. Jeho rychlost je

teda v tejto stistave mensia ako 2v. |

6.2.4 Kontrakcia dizky a dilatacia asu

Povedali sme si, Ze stcasnost dvoch udalosti nie
je absolatna, ale rozni pozorovatelia vidia rézne
dlhy ¢asovy tusek medzi udalostami a znamienko
tohto tseku sa dokonca v niektorych pripadoch
moze menit. Pozrime sa teraz na dva celkom zara-
zajuce dosledky tejto skutocnosti, o ktorych ste uz

mozno po¢uli. Kontrakcia dlzky a a dilatécia ¢asu.

Priklad 6.8 (Porovnavanie pravitok). Majme

dvoch pozorovatelov, ktory kazdy nesie pravitko

dlzky 1m (v jeho ststave). Pohybuju sa vzhladom
na seba rychlostou v. Rozmyslite si, ako vyzera
jedno pravitko v ststave toho druhého.

Najmé si rozmyslite, ako to funguje s mera-
nim dlzky jedného pravitka druhym pozorovate-
Tom. A naopak, druhého pravitka prvym pozoro-
vatelom. Ako musia vyzerat vysledky, aby nebol
poruSeny prvy postulat a teda sa nedalo povedat,
7e pohyb jedného z pozorovatelom je objektivne
iny ako toho druhého? O

RieSenie. Nakreslime si do diagramu stistavu jed-
ného a druhého pozorovatela a svetociary jedného

a druhého konca pravitka stojaceho pozorovatela.

Pohybujtci pozorovatel ide teraz odmerat v svo-
jej ststave dlzku tohto pravitka. To spravi tak, ze
néjde konce v tom istom ¢asovom momente tak,
ako to vidi on — najde prieseéniky svojej priesto-
rovej osi so svetoc¢iarami koncov pravitka. Na prvy
pohlad by sa mohlo zdat, Ze dostal dlhsiu tsecku.
Hacik je ale v tom, Ze porovnavat samotné dizky
useCiek nestaci. Potrebujeme vediet, kde sa naché-
dzaju konce pohybujticeho sa pravitka. Lavy ko-
niec nech v nulovom ¢ase splyva s Tavym koncom
stojaceho pravitka a jeho svetociara je teda rov-
nak4, ako ¢asové os pohybujticeho sa pozorovatela.
Otéazka teraz ale je, kde sa nachadza pravy koniec
pohybujticeho sa pravitka. Niekolko moznosti je

naznacenych na dalSom obrazku.
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A dopredu prezradime, Ze spravna nebude ani
jedna z tychto moznosti.

Moznost 2 by napriklad hovorila, Ze druhy po-
zorovatel odmeral stojacu ty¢ rovnako dlhi, ako
je jeho pravitka. Ked ale teraz stojaci pozorova-
tel odmeria dlzku pohybujicej sa jednometrového
pravitka zisti, Ze to je kratsie ako jeho jeden meter!
To ale nie je mozné, pretoze tym by sa dal zistit
absolutny pohybovy stav — hybe sa ten pozorova-
tel, ktory nezmeria zmenu dizky. No a podobny
argument vylucuje vSetky ostatné moznosti, pra-
vitka nemo6zu v jednej stustave robit nieco iné ako
v druhe;j.

Dostavame sa tak k jedinému moznému vy-
sledku. Koniec jednometrového pravitka druhého
pozorovatela bude niekde medzi moZnostami 2 a
3. Potom obaja pozorovatelia zmeraju skratenie
jedného metra toho druhého. Pohybujtce sa ob-
jekty vidia pozorovatelia skratené a tomuto efektu

sa hovori kontrakcia dlzky. |

Tato uvaha sa da dotiahnut este dalej a da
sa kvantitativne presne najst kde tato ¢iara musi
byt. A tym padom dokonca odhalit aj formu Lo-
retzovych transformaécii. Je to predmetom prikladu
[6.25] Tu sa pozrime na to, ¢o to znamena pre jednu
sekundu. Ak stojaci pozorovatel vidi, Ze jeden me-
ter v pohybujiicej sa ststave je kratsi, ¢osi sa musi

udiat aj s ¢asovym intervalom.

Priklad 6.9. Majme v stojacej ststave hodiny,

ktoré kliknu raz sa svetelny meter. Ak vieme kde

je na priestorovej osi jeden meter, kde bude jeden
svetelny meter na ¢asovej osi? Majme teraz rov-
naké hodiny, ktoré sa hybu. Kde bude jeden sve-
telny meter v pohybujicej sa sustave? Ako vyzera
dl7ka jedného pohybujiceho sa svetelného metra z

pohladu stojaceho pozorovatela? A naopak? [

RieSenie. Jeden svetelny meter v stojace stustave
je umiestneny tak, aby rychlost svetla bola ¢, tj.
vzdialenost k nemu pozdlz ¢asovej osi musi byt
rovnaké, ako vzdialenost k jednému metru pozdlz
tej priestorovej. Pripadne rovnobeZzkovou metédou
merania rychlosti prideme na to isté. No a v po-
hybujtcej sa ststave plati to isté, len rovnobezky

netvoria S$tvorec, ale kosostvorec.

V tomto obrazku sme uz aj zakreslili pohlad po-
zorovatelov na jeden svetelny meter toho druhého.
Vidime, Ze udalost ”jeden svetelny meter v pohy-
bujticej sa sustave’ nastala v stojacej stustave ne-
skor ako jeden svetelny meter v tejto sustave. A
rovnako jeden svetelny meter v stojacej stustave
vidi pohybujuci sa pozorovatel udiat sa neskor, ako

jeho jeden svetelny meter. |

Pozorovatel teda vidi, Ze pohybujiace sa ho-
diny tikaju pomalsie. Tomuto efektu sa hovori di-
latacia ¢asu a v pohybujicich sa ststavach ply-
nie ¢as pomalSie, v extrémnom pripade foténu
¢as zastane tuplne. Je fajn rozmysliet si, ako tieto

dva efekty davaji dohromady konstantna rychlost
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svetla. Stojaci pozorovatel vidi, Ze v pohybujtcej
sa sustave sa skratil vzdialenosti a teda by jeden
meter svetlo malo prejst rychlejsie. Hodinky teda
budu tikat rychlejsie, aby ... no pockat. Ale vSak

dilatacia ¢asu hovori presny opak. Ako to je teda?
Priklad 6.10. Ako to je teda? O

Riesenie. Problém v tejto tivahe je v tom, Ze
svetlo sice musi prejst krat$i meter, ale koniec
metra pred nim uteka! A preto kym ho dobehne,
hodinky musi s tiknutim jedného svetelného metra
pockat, aby bolo vsetko v sulade s druhym postu-
latom.

Toto ale plati iba ked sa na pohybujicu stustave
pozeréa stojaci pozorovatel. V stustave pohybuju-
ceho sa v8etko funguje ako mé, meter nikam nejde
a hodinky tikaju ako maja. Naopak, v ststave po-
vodne stojaceho pozorovatela sa deji divné veci.

Ak sa to zda trochu zmétené, tak to je preto, ze
nag8e nalepky “stojaci” a "pohybujiici” st zmétocné.
Prvy postulat hovori, Ze si tak moZeme oznacit po-
zorovatelov, ale rovnako mézeme pouzit jablcko a
hrusticku. n

6.2.5 Dva paradoxy - dvojicky a rebriky v

stodole

Na zaver tejto Casti sa pozrime na dva paradoxy
Specialnej relativity a ako sa z nich da vysomaérit

pomocou ¢asopriestorovych diagramov.

Priklad 6.11 (Paradox dvoji¢iek). Majme dvoj-
icky, Alicu a Boba, ktoré sa pri narodeni v Case
t = 0 rozdelené. Bob zostal na Zemi, zatial ¢o
Alicu nalozili na vesmirnu lod a 10 rokov (tak,
ako ich videla ona) sa viezla rychlostou ¢/2 pre¢
od Zeme. V tom momente sa ale jej lod otocila
a opafnym smerom, opit rychlostou ¢/2 sa 10 ro-
kov vracala spat na Zem. Vystipila z lode a stretla
Boba. Kto z nich za ten ¢as viac zostarol?

Z pohladu Boba letela Alica v rakete vela ro-

kov rychlostou ¢/2 a teda pre fiu ¢as bezal pomalsie

a kym jej ubehlo 20 rokov u Boba na Zemi ubehlo
viac. Alica by mala byt mladsia. Ale z pohladu
Alice by situacia mala vyzerat rovnako! Ona stéla
a Bob sa pohyboval, aj ked na ovela vacsom te-
lese, jeho ¢as plynul pomalSie a kym ona zazila 20
rokov on prezil kvoli dilatacii ¢asu menej. No a to
je prosim pekne paradox ako remen. Ako to teda
bude?

Naviac bez ohladu na to, kto nakoniec zostarne
viac — lebo v8ak niekto musi, sa zda, Ze tym pa-
dom by sme mali vediet odlisit Alicin pohyb od
Bobovho statia. To by sme ale nemali vediet, nie?
Ci 4no? Ako to teda bude? O

RieSenie. Po chvili rozmyslania moZno déjdete
na to, ze problém je v neinercidlnosti obracania
Alice. V momente, ked sa Alicina raketa otacala,
Alica zrychlovala a postulaty $pecidlnej relativity
prestali platit. Situédcia teda nie je uplne symet-
rickd a pohyby ktoré robili Alica a Bob si rézne
a nie je problém, ak sa medzi nimi bude dat rozo-
znat. A kto teda zostarol menej?

V diagrame této situacia vyzera takto.

A

B
A
W]
HB|.~ /X
A
B

Vidime, Ze tesne pred otocenim je pre Alicu si-
¢asna Bobova udalost H B, tesne po otoceni je to
WY. Cely ¢asovy tisek medzi tymito dvomi udalos-
tami Alici uplne uSiel a o tento tsek bude mladsia
ona. Ale to nie je dosledkom dilatacie ¢asu, ktora

funguje symetricky pre oboch. |
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Priklad 6.12 (Rebrikovy paradox). Majme vlak
dlzky L, ktory chce prejst cez tunel dizky I < L.
Problémom je, Zze na koncoch tunela st dvere a

naraz vedia byt otvorené iba jedny z nich.

To sa nezda byt problém, v sustave spoje-
nej s tunelom sa dosledkom kontrakeie dizky vlak
skrati a ked pojde dostato¢ne rychlo, do tunela
sa vmesti. AvSak v stustave spojenej s vlakom sa
skrati tunel a vlak sa do neho vmest{ tym viac nie,

¢im rychlejsie pojde.

Tak ako je to? Prejde vlak cez tunel? O

Riesenie. Po slovicku "naraz” v zadani by sme uz
mali vediet skocit ako po tdenom. Jasne, Ze tam

bude problém. Tak sa na to pozrime v diagrame,

»
o

Ciernou st svetoCiary koncov tunela, Cervenou
konca vlaku. Tam, kde si ¢ierne ¢iary prerusované,
st dvere otvorené. V ststave spojenej s tunelom
ma vlak rovnaka dizku ako tunel a len-len sa do
neho vmesti. V ststave spojenej s vlakom je tunel
sice kratky, ale vidime Ze velmi dlho st otvorené
predné aj zadné dvere naraz. A presne za tento

cas sa dlhsi vlak nachadza v tunely a bezpec¢ne

ktory je nakresleny pre situaciu [ = L. nim prejde. |

To bola relativita bez rovnic a bez akejkolvek komplikovanej matematiky. V dalsich Castiach sa
na to pozrieme poriadnejSie, ale je dobre si pamétat ze ni¢ nové sa nestane a vlastne budeme len
kvantifikovat tvahy, ktoré sme doteraz spravili kvalitativne. KIi¢ova bude stale konstantnost rychlosti

svetla a za v8etkym bude z nej vyplyvajtca relativnost sucasnosti.

6.3 Relativistickd kinematika
6.3.1 Lorentzove transformacie

Ako sme uZ pisali, Lorentzove transformacie st spésobom, ako sa dostat z jednej vztaznej sastavy
do druhej. Presnejsie povedané, hovoria v akom vztahu sa stradnice udalosti v jednej sustave, ak
poznéme jej sturadnice v inej sistave. Daju sa odvodit roznymi spdsobmi. Jednym je kvantifikovanie
efektov kontrakcie dlzky a dilatacie ¢asu a zakomponovanie tychto efektov do transformacie.

Druhym je takéito, vcelku matematickd avaha. Majme dve stustavy, v ktorych su stradnice nejakej

udalosti (z,t) a (2/,t") a predpokladajme, Ze medzi nimi existuje transformécia, tj. existuji funkci@
=2 (x,t), ' =t (z,t) . (6.2)

Aky je najvSeobecnejsi mozny tvar tychto suradnic? Vychadzajuc z postulatov Specialnej tedrie relati-
vity zistujeme, Ze
e ak ma byt rovnomerny priamociary pohyb telesa invariantny (obe st inercialne ststavy), trans-

formécie musia byt linearne,

"0Vsimli ste si, Ze posledna ¢islovana rovnica bola pred takmer jedenastimi stranami?
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e v pokojovej sustave telesa, ktoré sa hybe rychlostou v — i.e. x = vt — musi platit 2’ = 0, potom
¥ = Alx —vt),x = A(2' +vt') ateda t’' = At — (A — 1/A)z/v, pre nejaka konstantu A,

e 7 druhého postuldtu dostavame, Ze pre svetelné luce x = ¢t musi davat transformécia davat

' =ct.
Priklad 6.13. Z poslednej podmienky dopocitajte faktor A. O

Avsak my sme experti a expertky v asopriestorovych diagramoch a pozrieme sa teda na odvodenie

Lorentzovych transformaécii obrazkovou metédou. Relevantny diagram vyzera nasledovne

Méme udalost P, ktora ma v nefiarkovanej ststave suradnice (z, ct) a v arkovanej (z', ct’). Z obrazku
potom dostavame, Ze

xog=x —cttana = x — vt . (6.3)
Sinusova veta pre trojuholnik Oxgz’ a stctové vzorce pre sinus dajiu

m':ﬂzy(x—vt) . (6.4)

Toto oznacenie pre faktor v je Standardné a treba si na neho pomaly zvykat. V8imnite si, ze v > 1 a

v =1 pre v = 0. Podobne sa d& odvodit transformécia pre ¢asova sdradnicu

Priklad 6.14. Ukazte, Zze pre ¢as dostavame Lorentzovu transformaciu

t' =y (t - :—2:1:) . (6.5)

Je milé v8imnat si, ako prechod od t k ¢t symetrizuje transformacie (6.4 a (6.5)).
Tym je skaza dokonané a dostali sme Lorentzove transformécie v jednom rozmere. Ak by sme pridali

dalgie dva priestorové rozmery, ale rychlost mala stéle iba z-ovy smer, tieto siradnice sa nemenia a
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mame transformacie v plnej krase

r =~v(x —vt), (6.6a)

y =y, (6.6b)

2 =z, (6.6¢)
v

t =7~ (t - 0—250) , (6.6d)

1

v = - (6.6e)

-2

St priamym dosledkom postulatov Specidlnej relativity a vyplyva z nich v8etko, ¢o sme zatial dostali,
tj. veci ako relativnost stcasnosti, kontrakcia dlzky, dilatacia ¢asu. Spomeiime si tiez, Ze historicky
Lorentz nagiel tieto transformacie ako zachranu nepozorovanej rychlosti Zeme vzhladom na éter a
symetriu Maxwellovych rovnic, aZz neskdr sa ukézalo, ze prave toto su ozajstné transformacie medzi
pohybujtcimi sa stistavami v nasom svete.

V klasickej mechanike boli transformacie t' = t,2’ = x — vt a teda tam bol ¢as absolitny a rovnaky
v kazdej ststave. Tu to uz tak nie je. Tieto transformécie, ktorym sa hovori Galileiho, dostavame v
limite v/¢ — 0.

A% Tahko identifikujeme kontrakciu dlzky. PrepiSeme tento vztah do tvaru

/

T
r=—4uvt 6.7
5 (6.7)

a vidime, Ze okrem posunutia pociatku dostavame v neciarkovanej stustave o faktor ~ kratsiu siradnicu.

Skiste si rozmysliet, ako je podobnym sposobom v (6.5 zabalena dilatécia ¢asu.

Priklad 6.15 (Relativistické skladanie rychlosti.). Majme teleso, ktoré sa vzhladom na neciarkovana

ststavu hybe rychlostou u. Akt rychlost pre neho nameria pozorovatel v ¢iarkovanej stustave, ktora sa

hybe rychlostou v? O
Navod. Pre teleso plati x = ut a 2’ = u't’. |
Vysledok.
o= (6.8)
02
|

Pre uplnost si este povedzme, ¢o robit ked ma rychlost aj inti ako z-ova komponentu. Vieobecne
majme rychlost sustavy ¢ a sturadnice udalosti nech sa P = (Z, ct). Polohovy vektor Z si rozdelime na
Cast v smere U a kolmu na v

f:qj_'f‘f“,fj_'g:O, (6.9)

f/H = v(fH — Tt) ,fl =7, ¥ = 3_31 + fh (6.10)
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a pre Cas bude platit
, v
t=~t——] , (6.11)
pricom
= —— . (6.12)

6.3.2 Invariantny interval a vlastny cas

Zistili sme, Ze vzdialenosti ani ¢asy trvania nie st réznych ststavach rovnaké, ale pri prechode z jednej
do druhej sa menia. Chceli by sme teda najst veli¢inu, ktoré sa pri Loretnzovych transforméciach
nemeni a je pre dvojicu udalosti P, = (z1,ct;) a Py = (x9,cts) rovnakd bez ohladu na to, ktory
pozorovatel ju pocita.

Po troche sktisania prideme s tym, ze invariantom je veli¢ina
(cAt)? — (Az')? = (cAt)? — (Ax)? = (As)? (6.13)

kde At = t1 — to, Ax = x1 — x2 a analogicky v &arkovanej sustave. Oznacenie pre tito veli¢inu
ako (As)? je standardné, ak ked trochu mittce, pretoZe veli¢ina moze byt zaporna. Hovori sa jej

invariantny interval. M4 jednotku m?, ktort ale nebudeme pri &iselnych hodnotéch explicitne pisat.

Priklad 6.16. Pouzitim Lorentzovych transformacii ukazte, ze velkost intervalu je ozaj medzi ststa-

vami invariantna. O]

Interval je ¢osi ako vzdialenost v Gasopriestore, s tym rozdielom, Ze to je nieco tplne iné. V zmysle,
7Ze moze byt zaporna a pre dve udalosti, ktoré deli nulovy interval neznamené, Ze st nutne rovnaké.

Konkrétne

e ak (As)? > 0, hovorime o ¢asupodobnom intervale (time-like) a udalost P, pre to > t; je v
budticom svetelnom kuZeli udalosti P;, udalosti moézu pri¢inne sivisiet, neexistuje pozorovatel,

ktory ich uvidi v opa¢nom poradi;

e ak (As)? < 0, hovorime o priestorupodobnom intervale (space-like) a udalost P» a P; spolu
nemoézu pricinne suvisiet;

e ak (As)? = 0, hovorime o svetlupodobnom intervale (light-like), udalosti P, a P, spija svetelny
signél.

Udalost "koniec jednometrového pravitka” je invariantné a teda ak nejaky pozorovatel nameria pre
svoj koniec jednometrového pravitka interval (As)?, vietci pozorovatelia musia mat koniec jednomet-

rového pravitka v takomto intervale
(As)?=02-12= -1, (6.14)
konce jednometrovych pravitok budu teda vzdy v mieste
22— (ct)>=1. (6.15)

Tieto body v ¢asopriestore vykresluju hyperbolu:
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Otézkou teraz je, ako chceme parametrizovat pohyb telies v ¢asopriestore. V klasickej mechanike
bola poloha telesa popisana vektorom Z(t). Teraz ale Cas t nie je dobrym parametrom, lebo jeho hod-
notou je priamo ur¢ené poloha udalosti, a teda poloha telesa, v ¢asopriestore. Cas sa stal z parametra
suradnicou. Raketovy postup v rebricku! VSetci mu to samozrejme prajeme, ale ostava nam najst iny
parameter, ktory bude dobry na popis polohy telesa. Vel'mi ochotne sa nika invariantny interval.

Ten je totiz rovnaky v kazdej stistave a pre kazdého pozorovatela, mohol by teda byt rozumnym
parametrom na popis toho, ¢o sa deje. V siistave spojenej s telesom, tj. v stistave kde teleso stoji, plati
(As)? = c?(At')2. Nech teraz teleso spravi pri svojom pohybe infinitezimalny krok v ¢asopriestore a
pri tom ho pozoruje vela pozorovatelov. Kazdy pozorovatel uvidi int hodnotu posunutia dt a dz, ale

vSetci sa zhodni na tom, Ze v ststave spojenej s telesom tento pohyb trval cas

_As

dr = (6.16)

Cc

Ak sa teleso pohybuje pomalsie ako svetlo, toto je dobré realna veli¢ina. Pre veci, ktoré sa hybu rychlos-
tou svetla tento formalizmus fungovat nebude. Pozorovatelia mézu teda v svojej stistave parametrizovat
polohu telesa v Casopriestore celkovym prirastkom tejto veli¢iny

A

c

dr (6.17)

a potom z(7),t(7) st nejaké funkcie 7. Tomu sa hovori vlastny ¢as, lebo to je ¢as, ktory medzi uda-

lostami O a P ubehne na hodinédch spojenych s telesom. Pri troche pocitania zistime, ze

2 2 2 2
dr? = a? — " — g (1 - dxédt) = df? (1 - ”2> (6.18)
C C C
a teda it
=y, 6.19
7 = (6.19)

To znamena, 7e dt > dr a teda hodinky tikaju pomalSie v pohybujicej sa ststave a tiez to znamené,

7e v sustave spojenej s telesom ubehne najkratsi ¢as medzi dvoma jeho polohami.
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6.3.3 4-poloha, 4-rychlost, 4-hybnost a 4-vektory

Ak véas hnevalo, ako sa doteraz plietla poloha v z-ovom priestore s polohou v ¢asopriestore, mam pre
vas dobré spravy. Prejdeme (rovno) do Stvorrozmerného popisu polohy v ¢asopriestore. Takymto vek-
torom budeme hovorit 4-vektory — ¢itaj "Stvorvektory” — aby sme zdoéraznili ich rozdiel od obyé&ajnych

vektorov, ktorym sa obcas hovori 3-vektory.
Priklad 6.17. Ako sa ¢ita termin "3-vektor”? O

Budeme ale stale predpokladat, Ze osi stradnicovych ststav si nastavené tak, Ze ich vzajomnéa
rychlost je iba v (spolo¢nom) z-ovom smere.

Informéciu o stave telesa, teda o udalosti v asopriestore danej ¢asom t a vektorom polohy Z mozeme
zabalit do viano¢ného baleniaﬂ X = (ct,7) = (XY, X!, X2, X3). Zatial sa na to bude dat pozerat ako
iba na oznacenie, kde je najzaujimavejsSie poc¢itanie do 4 ako 0,1, 2, 3.

Tito Stvoricu ¢isel medzi sebou dobre definovanym spdsobom mieSaju Lorentzove transformécie.
To znamena, ze ak je poloha udalosti dana v ne¢iarkovanej ststave 4-vektorom X, potom v ¢iarkovanej
ju popisuje vektor

X' = (y(X° —vX/e),v(X' —vX%/c), X2, X3) . (6.20)

Ako druht mocninu X zadefinujeme
X7 = (X0 - (X')? - (X%~ (x)? = X7 (6.21)

pretoze tym dostaneme Cosi, ¢o je invariantné medzi ststavami. Do skaldrneho stcinu sme teda rukou
vlozili znamienka minus a je to to isté znamienko minus ktoré sa objavilo v invariantnom intervale.
Kinematika telesa je potom dana 4-vektorom polohy ako funkciou vlastného ¢asu X (7). Je potom

prirodzené definovat 4-rychlost ako derivéaciu tejto veli¢iny podla 7

U

g_ (dXO dX! dx? dX3> dt
dr

dr ' dr dr  dr ) %(c,u) = (e, d) - (6.22)

V tomto oznaceni je opat @ rychlost telesa, ktoré popisujeme tak, ako ju nameria pozorovatel, ktory
v neciarkovanej sustave stoji. V nasledujtucich par vztahoch budeme explicitne pisat ~,, lebo bude
vystupovat vela roéznych rychlosti a kazda bude mat svoje .

Co vieme povedat o U? V prvom rade sa pri Lorentzovych transformaciach transformuje rovnako

ako X, nakol'ko 7 je invariant a teda v siistave pozorovatel'a, ktory sa hybe rychlostou v je tato rychlost

!

Ut = Yo (Ul - UUO/C) = Yo (WYu — V) = YuYo(u —v) = IYU’U’/ . (6.23)

Explicitnym vypoc¢tom overime, zZe

VYo = Yo/ (1 - %) ; ul = (u— v)/ (1 - %> ; (6.24)

c2

"Iy sa z nejakého dévodu pisu indexy hore. Nedostaneme sa k tomu, Ze preco, ak to ale niekedy v budicnosti budete
potrebovat, je fajn zvyknat si na to uz teraz. Malo by byt jasné, kedy X2 mysli druhtt komponentu X a kedy druha

mocninu X. TieZ sme zmenili poradie ¢asovej a priestorovych zloziek z ¢asti o Casopriestorovych diagramoch.
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¢o dava iné odvodenie relativistickeho skladania rychlosti . Podobny vypocet overi, ze
U° =y . (6.25)

V druhom rade U? je rovnaké pre vietkych pozorovatelov a plati U? = ¢?. Tento fakt sa zvykne
komentovat tak, Ze kazdé teleso sa pohybuje ¢asopriestorom konstantou rychlostou — rychlostou svetla.
A tato rychlost je réznym sposobom rozdelena medzi pohyb v ¢ase a pohyb v priestore. Ak v priestore
stojime, pohybuje sa celou touto rychlostou v ¢ase a teda medzi dvoma tikmi na hodinach prejde
najkratsi ¢as. Ak sa hybeme aj priestorom, na pohyb ¢asom ostava menej a hybeme sa v ¢ase pomalsie
— dilatacia ¢asu. A pre svetlo, ktoré sa hybe priestorom rychlostou svetla, na pohyb v ¢ase neostava
ni¢. Tachyony, ktoré sa hybu v priestore rychlostou vicsou ako ¢ musia mat v ¢ase zapornu rychlost a
preto sa hybe v ¢ase spat — aj ked tato posledné veta to tvrdenie uz dost dotahuje do extrému. MozZete
si premysliet poriadnejsie, ako je to so 4-rychlostou tachyonu.

Tak ako v klasickom pripade, aj tu si so sebou kazdé teleso nesie parameter mg, ktorému hovorime
pokojova hmotnost — preco nové pridavné meno zistime ¢oskoro — a ked nim vynasobime 4-rychlost
dostaneme 4-hybnost

P =moU = vy,mo(c, @) . (6.26)
Pre priestorova ¢ast tohto 4-vektora dostavame mg~y, 4 a teda mgvy, ma zmysel nepokojovej hmotnosti
— teleso sa v stistave kde sa pohybuje sprava, ako keby bolo tazsie. Neprekvapi nas, ze P2 = m%cQ.

Viimneme si, Ze zlozka P? vynasobena ¢ ma rozmer energie a P'c teda velmi odvazne zadefinujeme
ako celkovu relativisticka energiu telesa tak, ako ju nameria pozorovatel, v ktorého stistave vyjadrujeme
P. Je to celkom dalekosiahla definicia, tak si zasliZi nejaké rozumné zdovodnenie. Na to napiSeme
P = (E/c,p) a pocitame

P2 =FE?/ —§-§=mic, (6.27)
7 ¢oho dostaneme
E? = m2ct + p?c? = miy2ct. (6.28)
Pre malé u dostaneme )
E = moc® + 5mou2 +.... (6.29)

Prvy ¢len mé teda interpretaciu pokojovej energie, druhy ¢len kinetickej energie, vySSie ¢leny maju
interpretaciu relativistickej opravy ku kinetickej energii telesa. No a z toho, aby sme pre malé rychlosti
dostali energiu rovnu starej dobrej kinetickej energii usudzujeme, ze mg mé ozaj dobri interpretaciu
hmotnost telesa. Pripad u = 0 tejto rovnosti je celkom slavny, dalo by sa povedat, Ze najslavnejsi ako
sa da pre fyzikalnu rovnicu. A hovori, Ze aj ked sa teleso nikam nehybe mé nejaki energiu, ¢isto kvoli
svojej pokojovej hmotnosti.

Vidime tiez, Ze pre v — ¢ energia vybuchuje a urychlit teleso na rychlost svetla stoji nekone¢ne
vel'a energie. TakZe sme na rychlost svetla ako na hranicu pre rychlosti narazili dalsim sposobom.

Ako o 4-vektore budeme rozpravat o kazdej Stvorici Cisel, ktord sa medzi ststavami transformuje
pomocou Lorentzovych transformécii. Ak sa nam podari usporiadat nejaké ¢isla do 4-vektora, bude to
dolezité lebo tym z podmienky X2 = const dostaneme netrivialny vztah medzi veli¢inami v réznych

sustavéach.
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Od teraz uz nebudeme k pokojovej hmotnosti pisat index, budeme mat iba m a vzdy tym budeme
mysliet pokojovi hmotnost. Niekedy sa v literatire oznacuje m = mgy ako nepokojova hmotnost
zévisla od rychlosti a potom je vzfah E = mc? platny pre I'ubovolni rychlost a hovori o celkovej

energii telesa. My to robit nebudeme.

6.3.4 Relativistické zrazky

Ako v pripade zrazok v klasickej mechanike, aj v relativite sa toho bude dat vela povedat iba na zaklade
zédkonov zachovania. Dokonca zakon zachovania energie a zakon zachovania hybnosti sii v tomto pripade

zabalené do super akciovej verzie zakonu zachovania 4-hybnosti.

Priklad 6.18. Majme dve rovnaké Castice, ktoré letia proti sebe a od pévodného smeru sa po zrazke
nejak odchylia. Ako vyzeraju 4-vektory hybnosti Castic pred zrazkou a po zrazke v taziskovej sistave?

Ako to vyzera v laboratornej stustave, v ktorej jedna z Castic stala? O
RieSenie. V taziskovej siistave budu 4-hybnosti castic
Py = (mevyy, my,v,0,0) , Py = (meyy, —my,v,0,0) (6.30)

pretoze z definicie je v taziskovej stustave celkova 3-hybnost nulova. Po zrazke budu 4-hybnosti — ktoré

teraz budeme oznacovat pruhom, lebo ¢iarku méme na ¢osi iné —

. / ) .
Pi = (meryy, my,vcos, myvsind, 0) , Py = (mey,, —my,v cosd, —mryvsin6,0) | (6.31)

pricom sme rukou vlozili to, Ze aj po zrazke musi byt v taZiskovej siistave nulova 3-hybnost, a teda
Castice musia mat rovnaku 3-hybnost v opafnom smere. A kedZe si rovnako tazké, musia mat po
zrazke rovnaku rychlost.

V laboratérne] stistave, ¢astica 1 stdla a Castica 2 na fu letela sprava rychlostou 2v/(1 + v?/c?).

4-hybnosti v tejto stustave po zrazke dostaneme pomocou Lorentzovych transformécii

Pl = (4(P{ —vP}/c),4(P{ —vP}/c), P}, P}) =

=My (C"}/v(l — COS (9'02/62), VY (COS 0 - 1)7 v Sin 97 0) ) (632)
Py = (y(P§ — vP3/c),v(Py — vP{/c), P§, P§) =
=m, (e (1 + cos 0v?/c*), vy, (— cos O — 1), —vsin,0) . (6.33)

Pre 8 = 0 sa po zrazke prva ¢astica nehybe a to, Ze druhé sa tiez d'alej pohybuje bez zmeny je dosledkom
. Naopak, pre 8 = 7, a teda situaciu ked sa v taziskovej stustave ¢astice odrazili opaénym smerom
dostavame, Ze Castica 2 v laboratornej sustave zastala a Castica 1 na seba zobrala jej pévodnu tlohu.
No a pre uhly medzi tymito dvomi hodnotami sa d& zo smerov 3-hybnosti p} a p), identifikovat, pod

akym uhlom oproti pévodnému smeru sa Castice pohybujt v laboratérnej ststave. |
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Priklad 6.19. Majme dve cCastice s hmotnostou m, ktoré sa dokonale nepruzne zrazia. Aka bude

(pokojovéa) hmotnost vyslednej Castice? O

RieSenie. Oznacme hladant hmotnost M. Celkova 4-hybnost pred zrazkou je
(my1e, mm107) + (myze, myeth) . (6.34)

KedZe hlTadame pokojovi hmotnost vyslednej Castice, méZeme sa pozriet na situaciu v sustave, kde
bude stat a to je taziskova ststava povodnej dvojice Castic. V nej my10] = —myt, a teda celkova
4-hybnost je (m~yic + mmysc,0).

Castica po zrazke mé 4-hybnost (Mc,0) a teda dostéavame
M =my; +my > 2m . (6.35)

Vysledna pokojova hmotnost Castice je vyssia ako stuéet pokojovych hmotnosti povodnej dvojice! To
preto, Ze na hmotnost sa premenila aj kineticka energia. Mikroskopicky si to moZeme predstavit tak, ze
kineticka energia sa premenila — podobne ako v klasickom pripade — na teplo, teda na mikroskopicky
pohyb ¢Castic, z ktorych sa pdvodné telesa skladali. Teplo je ale forma energie a na zéklade rovnice

2 sa prejavuje ako zvysenie hmotnosti. Ak islo o elementérne astice, ktoré sa z ni¢oho dalsieho

E=mc
neskladaju, tak v zrazke proste zanikli a vznikla aplne novi elementéarna castica, ktora ma hmotnost

patri¢ne vacsiu a kinetickd energiu povodnych Castic. |

Tym, Ze hmotnost zodpoveda energii sa pri relativistickych zrazkach vie diat ¢osi velmi zaujimavé.
Pri nepruznych zrazkach, kedy sa straca mechanicka energia, sa moze ako forma stratenej energie

objavit nieco uplne nové!

Priklad 6.20. Majme dve Castice hmotnosti m, ktoré nechame zrazit sa v sustave, kde jedna stoji.
Ako vysledok dostaneme dve povodné Castice plus jednu nova Casticu hmotnosti M. Aka musela byt

minimélna rychlost ¢astice pred zrazkou? O

RieSenie. Pre 4-hybnosti ¢astic pred zrazkou mame priamodciaro P» = (mc,0), Py = (my,c, my,v). Z
toho vypocitame velkost 4-hybnosti, ktora sa v zrazke musi zachovavat, lebo to je zdkon zachovania

energie a hybnosti dohromady["}
(Pi + P2)? = P} + P§ 4+ 2P, - Py = 2m*c® 4 2m?c?y, . (6.36)

To musi byt rovné (P3 + Py + Ps)%. Tito veli¢inu ale mézeme spoéitat v taziskovej stistave a z inva-

riantnosti musime dostat to isté, takze
1 1
(Ps+ Py+ P5)*> = —(Ef + E5 + E3 +...) > 5 (2mc® + Mc®)* = 4m*c® + M?¢® + 4Mmc”® . (6.37)
c c

7 toho dostaneme

2M  M?
>14+—4—. 6.38
Yo =1+ m + om2 ( )
To znamena, ze zrazkami lahkych Castic je velmi naro¢né vyrabat tazké Castice. |

Pod P, - P, rozumieme PYPY — P} P} — P?Pi — PP P35, tj. skalarny saéin, ktory vedie na (6.21)).
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Cela tato téma relativistickych zrazok je dolezita preto, Ze Cosi také robia — miniméalne po kine-
matickej stranke — ¢astice v roéznych urychlovacoch castic, napriklad LHC v Cerne. A teda sa tplne
kl'aéovou sondou do fundamentalnych prirodnych zakonov, ktoré riadia zékladné stavebné kusky hmoty

okolo nas.

6.4 RelativistickA dynamika

Na uplny zaver tohto textu sa podme pozriet na trochu skuto¢nej dynamiky v 8pecialnej teorii relativity.

6.4.1 4-sila

Druhy Newtonov zakon vyzera tak, Ze na pravej strane je ¢asova derivacia hybnosti, na Tavej je sila.
Tuto rovnicu budeme teraz chciet prezliect do 4-vektorového Satu. Co v tomto pripade pisat namiesto
ﬁ’ vieme, bude to derivéicia 4-hybnosti podla vlastného ¢asu. Ale ¢o so silou?

Oznac¢ime 3-silu ako f, priddme k nej ¢asovi komponentu a zadefinujeme 4-silu nasledovne

=

0
pricom faktor v sme pridali preto, aby sa neobjavil niekde inde a dostali sme na spravnom mieste
druhy newtonov zékon. Interpretacia F¥ sa ukéaZe Goskoro, ale nie¢o mozeme skisit natipovat uz teraz.
f je vec, ktora meni hybnost a v ¢asovej komponente P je energia, takze F? bude mat ¢osi so zmenou

energie. A takymto veciam hovorime vykon.

PiSeme teda

dP
F=— (6.40)
dr
¢o da ako priestorovi zlozku rovnicu
d .
@(mfyﬁ) =f. (6.41)

To je druhy newtonov zékon v troch rozmeroch s meniacou sa hmotnostou. Ked sa pozerame na rela-
tivistickit dynamiku hmotného bodu v dobre definovanej inercialnej stistave a neméame velmi ambiciu
niekedy tuto ststavu menit, efekt relativity sa prejavi tym, Ze hmotny bod bude mat hmotnost zavisli
od rychlosti skrz faktor ~.

Casova zlozka je jednoducho
_ 24k

Fy=-+ .
07 dt

(6.42)

Zmena energie za Cas je vykon posobiacej sily, ktory je dany ako - f a modzeme pre Casovi zlozku
4-sily pisat

F =~ f/e, ). (6.43)
Pohybova rovnica (6.40)) v sebe nesie informéciu, ako sila meni hybnost a energiu telesa — to nés

neprekvapuje, lebo v P je energia a hybnost intimne spojend a menenie jedného znameni menenie
druhého.

Priklad 6.21. Ukazte, Ze zachovanie velkosti 4-hybnosti v sebe nesie rovnaku informaciu, ako zakon

zachovania energie. O
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RieSenie. Pocitame

d 1dE  _dp _, 5 dE 2
o_dT(P)_zch 2dT 2’ymc< vf). (6.44)

6.4.2 Pohyb pod p6sobenim konstantnej sily

Majme teleso hmotnosti m, ktoré v stustave stojaceho pozorovatela Startuje — v jednom rozmere — z
nulovej rychlosti pdsobenim konstantnej sily f. Ako bude zrychlovat? V klasickej mechanike sa bude
pohybovat so zrychlenim f/m do nekone¢na a postupne ziska I'ubovolne velku rychlost. Co na to
relativita?

Pohybova rovnica v tejto sustave bude vyzerat

d
g —(myv) = f (6.45)

za priestorové zlozky. Casovii zlozku sme uz vyriesili definiciou F°. Poéitame

. 1 v\ T v 3va
= (mw) (E)e o

a potom dostavame

2
m(yv + ya) = amry (721}2 + 1) =amy® = f . (6.47)
Dostali sme teda rovnicu p
CER (6.48)
m

ktora vieme riesit

ict me / f2t2

Svetodiara telesa je teda hyperbola v Casopriestore. Pre velké ¢asy x — ct a rychlost pohybu sa limitne

priblizuje k rychlosti svetla. Tym, Ze teleso je ¢im d'alej tym tazSie tak mu konStantna sila dava mensSie

a mensie zrychlenie.
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Chceli by sme sa pozriet eSte na to, ako to celé vyzera v sistave spojenej s telesom. Pozor, tato
sustava nie je inercialna, ale moézeme skisit ¢osi, ako lokédlne inercialnu sustavu. Tj. sustavu, ktora ma
rovnaki rychlost ako toto teleso v danom okamihu, a mé poc¢iatok tam, kde sa vtedy teleso nachadza.

Ako vyzera sila posobiaca na teleso v tomto momente v tejto stustave? Prezradi nam to Lorentzova

transformacia
F =~(F° —vFl/c) = +*(fv/c— fv/c) =0, (6.50)
F'' =y(F' = vF%/c) = y(vf —vyof/P) = [ . (6.51)
To dava ;
—(mv) = ma' = Fl=7f. (6.52)

V tejto sustave je teda 4-zrychlenie telesa jednoducho A" = (0, f/m). Pozrime sa, ako toto 4-zrychlenie

transformuju Lorentzove transformacie do pévodnej stistavy. Takto

A= (7(A’O + vA'l/c),*y(All + UAIO/C)) = (W ’yf) . (6.53)

cm’ m

Toto 4-zrychlenie je rovné dU/dr = (vjc,y0), ¢o da v priestorovej zlozke rovnicu (6.52)) a v Casovej
zreprodukuje rovnicu (6.47)). A to je koniec.

Dalsie alohy
Priklad 6.22. Ako vyzera zrazka z prikladu (6.18]) pre telesé s roznou hmotnostou? O
Priklad 6.23. V tomto priklade budeme studovat rozpad nejakého telesa.

e Najskér v jeho pokojovej sustave. Nakreslite do ¢asopriestorového diagramu svetociaru telesa,
ktoré stoji a v nejakom momente sa rozpadne na dve rovnako tazké ¢asti. V akom vztahu musia
byt rychlosti tychto Casti, ak pozadujeme, aby sa zachovavala hybnost? Je zrejmé, Ze tato situécia

vyzaduje nejaky zdroj energie v momente rozpadnutia?

e Situaciu teraz pozoruje pozorovatel, vzhladom na ktorého sa povodné teleso pohybovalo rychlos-
tou mensou, ako rychlost novych ¢asti. Zakreslite jeho svetociaru do ¢asopriestorového diagramu.
Akou rychlostou sa pohybuju vzhladom na tohto pozorovatela nové ¢asti povodného telesa? Ro-
zmyslite si, ze tak ako ho méme napisany doteraz, v tejto stustave zakon zachovania hybnosti

nebude platit.
e Ako cvicenie nakreslite cely proces z pohladu pohybujaceho pozorovatela.
O

Priklad 6.24. Od stojaceho pozorovatela st vo vzdialenosti L,2L,3L tri lampy, ktoré sa v ¢asoch
cty, cty, ctg (tak ako ich odmeria tento stojaci pozorovatel) rozsvietia. To znamenéa Ze na vSetky strany

zacnu vysielat svetlo.
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e Ak plati ¢ty = 4L,cty = 3L,cts3 = 5L, v akom poradi uvidi pozorovatel rozsvietenia lamp? V
akych ¢asoch?

e Po ceste popri lampach ide druhy pozorovatel na aute. V akej vzdialenosti si pre neho od seba
lampy? V akom poradi nastane v jeho ststave roznietenie lamp? V akom poradi toto rozsvietenie

uvidi?

e Existuje pozorovatel, pre ktorého by rozsvietenia prvej a tretej lampy nastalo v opacnom poradi
ako pre stojaceho pozorovatela? Existuje pozorovatel, ktory ich uvidi rozsvietit sa v opac¢nom

poradi?

Ulohu stadi riesit graficky v Casopriestorovom diagrame. V tomto priklade si treba rozmysliet rozdiel
medzi ¢asom, v ktorom roznietenie lampy pre pozorovatela nastane a ¢asom, v ktorom toto rozsvietenie

uvidi (tj. k nemu dorazi jej svetlo). O

Priklad 6.25. Na obrazku je situacia s koncami tyce, ktorej dizka ma jeden meter, pre stojaceho a

pohybujiiceho sa pozorovatela.

Body A, a, B, b postupne oznacuju
e koniec jednometrovej tyc¢e pohybujtceho pozorovatela tak, ako ho vidi pohybujaci pozorovatel,
e koniec jednometrovej tyce stojaceho pozorovatela tak, ako ho vidi pohybujuci pozorovatel,
e koniec jednometrovej tyCe stojaceho pozorovatela tak, ako ho vidi stojaci pozorovatel,
e koniec jednometrovej tyc¢e pohybujticeho pozorovatela tak, ako ho vidi stojaci pozorovatel.
Ak oznacime vzdialenosti bodov od poc¢iatku rovnako, ako samotné body, dokazte, ze ak pozadujeme
A B

— 6.54
—=3 = (6.54)

a teda, Ze obaja pozorovatelia uvidia ty¢ toho druhého skratent rovnakym faktorom, musi platit

§= (6.55)

Spomeite si, Ze plati tan o = v/c. ]
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Priklad 6.26. Odvodte pravidlo o skladani rychlosti geometricky priamo z Casopriestorového dia-

gramu. O

Priklad 6.27. Dokazte, ze ak zavedieme namiesto rychlosti rapiditu, dani § = tanhwv/e, bude pre
skladanie rapidit platit 5, = By + Bo. O

Priklad 6.28. Po tazkom boji v galaktickej kvalifikicii sa futbalista Emanuel sa so svojim timom

prebojoval do Intergalaktického finéle.

1.

Relativisticky ofsajd. V zapase nastala nasledovnad sporna situécia. Emanuel mal loptu v
strede pola a postupoval s fiou smerom k siperovej brane. Jeho spoluhrac, hrotovy utoénik
Fabio, si nabiehal na prihravku za obranu. V patach mu je obranca Ziarislav. Stopér Svitoslav
videl Emanuelov amysel nahrat Fabiovi a chcel ich chytit do ofsajdovej pasce, preto sa rozbehol
smerom pre¢ od brany. éiarovy rozhodca John sa pohyboval spolo¢ne s poslednym obrancom

(pozri obrazok).

E(manuel) pomaly postupuje ihriskom, F(abio) si nabieha za obranu (vac¢Sou rychlostou ako
Emanuel) a sleduje ho ho obranca Z(iarislav), S(vétoslav) pripravuje ofsajdovi pascu a rozhodca
J(ohn) na postrannej ¢iare sleduje pohyb S. A stalo sa toto. Emanuel poslal na Fabia dokonale
nacasovanu prihravku a teda prihral presne v momente, ked bol (v Emanuelovej stustave) Fabio

vo svojom nabehu na trovni Svétoslava.

e Videli divaci na stadione ofsajd? Ofsajd nastane vtedy, ak v momente prihravky nie je medzi
utociacim hrac¢om a brankou ziadny obranca@

e Aky bol verdikt rozhodcu?

e Bol obranca Ziarislav spokojny s tymto rozhodnutim?

. Relativisticka penalta. V riadnom hracom ¢ase ani v predlZzeni sa o vitazovi nerozhodlo a tak

prisiel na rad penaltovy rozstrel. V nervydréasajiucom rozuzleni zobral Emanuel zodpovednost na
svoje plecia a bol to prave on, kto 8iel kopat rozhodujici pokutovy kop. Do lopty sa poriadne
oprel a stalo sa ¢osi neocakédvané. Lopta sa hned potom, ako do nej Emanuel kopol rozpadla na

dve nové lopty hmotnosti m.

e Ak mala povodna lopta hmotnost M a tesne pred rozpadom rychlost v, akd najvicsia moze

byt hmotnost novych 16pt? Ako sa buda pohybovat v takomto pripade?

" Aby to bolo celé uplne podla pravidiel, v brane este stoji brankar, ale to by uz bol text uplne preplacany.
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e Ak maju lopty mensiu hmotnost ako tato maximalna hodnota a obe sa pohybuju po rovnakej

priamke ako povodné lopta, aké budd mat rychlosti?

e Ak sa pohybuju aj v smere kolmom na povodny smer, ako mdze vyzerat ich rychlost?

3. Relativistickad tycka. Jedna z 16pt odletela prec¢, ale druha trafila tycku brany tak, ako na

obrazku. Mozete predpokladat, Ze lopta sa odrazi pruZzne a Ze tycka sa nikam nepohne.

v, je zlozka rychlosti v smere do stredu tycky, v, je zlozka rychlosti v smere kolmom. Zvisla ¢iara

je brankova Ciara a priestor v bréne sa nachadza napravo od nej.

e Za akych podmienok by gol nastal v nerelativistickom pripade?

e Za akych podmienok nastane gél v relativistickom pripade?
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Odporacana a dopliujtaca literatira

V tejto ¢asti uvedieme niekol'ko najzékladnejich a najzaujimavejsich zdrojov, po ktorych mozu itatelia
a ¢itatel'ky siahnut pri hTadani dalsich materidlov. Mnohé ida nad ramec toho, ¢o je prezentované tu,

¢ uz do sirky alebo do hibky, pripadne je to isté prezentované inak, ¢o tiez poméaha porozumeniu.

e UZ niekolko generacii st zékladnym kamenom akéhokolvek zakladného kurzu vysokoskolskej
fyziky Feynmanove predndsky z fyziky. Je v nich prakticky vSetko a z kazdej strany dycha Feyn-

manova genialna schopnost rozpravat o fyzike pttavo, zrozumitelne a pritom precizne.

e Na internete sa da najst mnoho poznamok k podobnym kurzom na inych univerzitach. Vhodnym
kl'ai¢ovym slovom je Classical Mechanics. (Velmi subjektivny) Zoznam niekolkych najzaujima-

vejsich moZzno najst na internetovej stranke kurzu.

e 7 nich by som rad spomenul prednasku |Dynamics and Relativity profesora Davida Tonga z

University of Cambridge. Rozsahom aj obsahom sa podobé na nas kurz a na mnohych miestach

.....

e Druhy internetovy zdroj, ktory zo zaciatku prispel k formovaniu tohto kurzu je sada prednasok
Classical Mechanics profesora Richarda Fitzpatricka z University of Texas. Uroviiou a zameranim

je velmi podobn4 tomu, ¢o sa dialo na tomto kurze.
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